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Prologo

La programacion lineal ocupa un lugar central en la matematica aplicada, la ingenieria, la
economia y las ciencias de la computacion. Su importancia no radica unicamente en la
capacidad de formular modelos matematicos elegantes, sino en su extraordinaria eficacia
para resolver problemas reales de asignacion de recursos, planificacion y toma de decisiones.
Desde la logistica y los sistemas productivos hasta las finanzas y la inteligencia artificial,
muchas decisiones complejas pueden reducirse —y resolverse— mediante modelos lineales
cuidadosamente estructurados.

Histéricamente, el desarrollo de la programacion lineal no puede entenderse sin el algebra
lineal. Las operaciones matriciales, los cambios de base y los sistemas de ecuaciones
constituyen el lenguaje natural mediante el cual los algoritmos de optimizacion describen y
exploran el espacio de soluciones. En particular, el método Simplex, propuesto por George
B. Dantzig a mediados del siglo XX, materializa de manera ejemplar esta relaciéon profunda
entre dlgebra, geometria y computo.

Este libro nace de la conviccion de que el método Simplex se comprende mejor cuando se
estudia paso a paso, comenzando por sus cimientos algebraicos. En lugar de presentar el
Simplex como un conjunto aislado de reglas operativas, la obra propone un recorrido
progresivo que inicia con la eliminacion gaussiana, contintia con el intercambio de Jordan y
culmina en los métodos avanzados de optimizacion lineal y entera. De este modo, cada
algoritmo se revela como una consecuencia natural del anterior, y no como una técnica
independiente o arbitraria.

Uno de los ejes distintivos de este texto es el uso sistematico del Tablero de Tucker, una
representacion matricial compacta que permite unificar de manera elegante el tratamiento del
problema primal, el dual, la factibilidad y la optimalidad. Acoplado con el algoritmo de
intercambio de Jordan, este enfoque proporciona una vision simétrica y estructurada del
método Simplex, facilitando tanto su comprension conceptual como su implementacion
algoritmica.

A lo largo del libro se privilegia una perspectiva algebraico—geométrica: cada cambio de
base se interpreta como un desplazamiento entre vértices de un politopo convexo, y cada
operacion matricial adquiere un significado geométrico tangible. Esta doble lectura —

algebraica y geométrica— resulta especialmente valiosa para comprender fendmenos como



la degeneracion, los 6ptimos alternos, la dualidad y la sensibilidad de las soluciones frente a
perturbaciones de los parametros del modelo.

La obra esta dirigida a estudiantes de licenciatura avanzada y posgrado en matematicas,
ingenieria, ciencias de la computacion e investigacion de operaciones, asi como a docentes y
profesionales interesados en una comprension profunda y rigurosa de la programacion lineal.
No se asume Unicamente un interés practico, sino también una disposicion a analizar los
fundamentos teodricos que explican por qué los algoritmos funcionan y cudles son sus limites
computacionales.

Finalmente, este libro no pretende sustituir a los textos clasicos de programacion lineal, sino
complementarlos con un enfoque pedagdgico distinto: uno que enfatiza la continuidad
conceptual desde el algebra elemental hasta los algoritmos mas sofisticados de optimizacion.
Si al concluir su lectura el lector es capaz de ver en el método Simplex no solo un
procedimiento mecénico, sino una manifestacion coherente de la estructura del dlgebra lineal

y la geometria convexa, entonces el objetivo fundamental de esta obra habra sido cumplido.

6



Introduccion

La resolucion de problemas complejos no depende unicamente de contar con algoritmos
potentes, sino de comprender la estructura matematica que los hace posibles. En la
programacion lineal, dicha estructura se manifiesta en el delicado equilibrio entre algebra,
geometria y decision, donde cada transformacion algebraica tiene una interpretacion
geométrica precisa y una consecuencia directa sobre la solucion del problema.

Este libro propone una lectura del método Simplex que se aleja de la presentacion tradicional
basada en reglas operativas aisladas. En su lugar, el texto conduce al lector a descubrir el
Simplex como un proceso natural de cambio de base, profundamente enraizado en los
principios del algebra lineal. A través de este enfoque, la optimizacion deja de percibirse
como una secuencia mecanica de pasos para convertirse en una dindmica coherente de
exploracion de vértices en espacios convexos.

El uso sistematico del Tablero de Tucker y del intercambio de Jordan articula una
narrativa matematica clara: cada iteracion representa una transicion estructurada entre
soluciones equivalentes, donde la factibilidad, la optimalidad y la dualidad emergen de
manera simultanea. Esta vision unificada permite comprender por qué el método Simplex, a
pesar de su complejidad tedrica en el peor caso, continua siendo una de las herramientas mas
eficaces y versatiles en la practica.

Mas alla de resolver problemas, esta obra aspira a desarrollar en el lector una intuicion
matematica profunda, capaz de conectar procedimientos algebraicos, interpretaciones
geométricas y decisiones algoritmicas. En ese sentido, el texto no solo ensefia a optimizar,
sino a entender qué significa optimizar dentro del marco riguroso de la matematica

aplicada.



Antecedentes

La programacion lineal, como disciplina matematica y computacional, no puede entenderse
de manera aislada. Su desarrollo es el resultado de una evolucion progresiva de ideas
algebraicas y geométricas que, a lo largo de mas de dos siglos, fueron adquiriendo forma
algoritmica. En este contexto, la eliminacion gaussiana, el dlgebra matricial y los métodos de
cambio de base constituyen los pilares conceptuales sobre los cuales se construyen los
algoritmos modernos de optimizacion.

Esta seccion presenta los antecedentes historicos y matematicos fundamentales que permiten
comprender el surgimiento del método Simplex y su relacion estrecha con el algebra lineal,
enfatizando la continuidad conceptual entre los métodos clasicos de resolucion de sistemas
lineales y los algoritmos de optimizacion.

Eliminacion Gaussiana

La eliminacién gaussiana es un método clasico para resolver sistemas de ecuaciones lineales,
atribuido formalmente a Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Sin embargo, las ideas
fundamentales del método anteceden por varios siglos a su formalizacion moderna. En
particular, en el texto matematico chino Jiuzhang Suanshu (siglo 1 a. C.) ya aparecen
procedimientos analogos de eliminacion progresiva de variables mediante operaciones sobre
filas, lo que evidencia el carécter historico y universal de esta técnica.

La contribucion de Gauss consistio en proporcionar una formulacion sistematica y rigurosa
del método, incorporandolo de manera formal al estudio del algebra lineal y extendiendo su
aplicacion a problemas cientificos y matematicos de gran escala. A partir de este enfoque, la
eliminacion de filas se convirtid6 en una herramienta central para el analisis de sistemas
lineales, especialmente en su formulacion matricial.

Desde un punto de vista algoritmico, la eliminacidon gaussiana representa mucho mas que una
técnica de calculo: constituye uno de los primeros ejemplos de un procedimiento
estructurado de cambio de base. Cada operacion elemental sobre los renglones de una
matriz puede interpretarse como una transformacion que preserva el conjunto solucion del
sistema, principio que mas adelante serd reutilizado de manera sistematica en los métodos de

optimizacion lineal.



Programacion Lineal

Los primeros indicios formales de la programacion lineal se remontan a una publicacion de
Jean-Baptiste Joseph Fourier en 1823, relacionada con la resolucion de sistemas de
inecuaciones mediante lo que hoy se conoce como eliminacién de Fourier. Posteriormente,
en 1827, se formul6 el primer problema reconocible de programacion lineal en términos
modernos.

En 1911, Charles-Jean de La Vallée Poussin introdujo un método de aproximacion de
Chebyshev basado en la minimizacion de una funcion lineal sujeta a restricciones lineales.
Mas adelante, en 1939, Leonid Vitaliyevich Kantorévich publico Métodos matematicos para
la organizacion y la produccion, obra fundamental que sent6 las bases de la programacion
lineal aplicada a la economia y la produccidon industrial. No obstante, debido a razones
ideologicas, este trabajo permanecié archivado en la Unidén Soviética y no tuvo impacto
internacional inmediato.

El desarrollo contemporaneo de la programacion lineal se atribuye ampliamente a George B.
Dantzig, quien, en 1947, como asesor de las Fuerzas Aéreas de los Estados Unidos, formuld
modelos matematicos para la planificacion logistica y present6 el método Simplex como una
herramienta sistematica de optimizacion. El término “programacion lineal” surge en este
contexto, donde la palabra programa hacia referencia a planes operativos y no a software
computacional.

Dantzig reconoci6 tempranamente la importancia de la geometria del problema: la solucién
optima de un problema de programacion lineal se localiza en los vértices del politopo que
define la region factible. Esta observacion permitié reducir un problema continuo infinito a
la exploracion finita de soluciones extremas, dando origen a uno de los algoritmos mas
influyentes de la matematica aplicada.

Historicamente, este desarrollo pone de manifiesto que la programacion lineal emerge como
una extension natural del dlgebra lineal, donde los sistemas de ecuaciones y desigualdades
se interpretan como estructuras geométricas manipulables mediante transformaciones

matriciales.



Tablero de Tucker

El Tablero de Tucker es una representacion matricial estructurada de los problemas de
programacion lineal que permite organizar, de manera compacta y eficiente, la informacion
correspondiente a las variables, las restricciones y la funcion objetivo.

Desde una perspectiva computacional, el Tablero puede entenderse como una estructura de
datos bidimensional en la que cada fila representa una ecuacion y cada columna una variable.
Esta organizacion facilita el seguimiento de las variables basicas y no basicas, asi como la
aplicacion sistematica de operaciones de pivoteo.

A diferencia del Tablero estandar del método Simplex, el Tablero de Tucker presenta una
notacion mas simétrica y compacta, lo que permite integrar de forma natural el analisis primal
y dual dentro de una misma estructura matricial. Esta caracteristica resulta especialmente
ventajosa tanto para la comprension tedrica como para la implementacion algoritmica de los
métodos de optimizacion.

Geométricamente, el Tablero permite identificar de manera explicita los vértices del politopo
factible y evaluar el efecto de las transformaciones matriciales sobre la region de soluciones,

estableciendo un puente claro entre algebra y geometria.

Intercambio de Jordan

El algoritmo de intercambio de Jordan, atribuido a Wilhelm Jordan y estrechamente
relacionado con el método de Gauss-Jordan, constituye una herramienta fundamental para la
actualizacion matricial durante los cambios de base. En el contexto de la programacion lineal,
un pivoteo en el Tablero es algebraicamente equivalente a un cambio de base, lo que
corresponde geométricamente al desplazamiento entre vértices adyacentes del politopo
factible.

Esta interpretacion unifica el tratamiento algebraico y geométrico del método Simplex: las
operaciones matriciales no son meros calculos formales, sino mecanismos que permiten
explorar de manera sistematica la estructura del espacio de soluciones.

Justificacion

La programacion lineal constituye uno de los pilares fundamentales de la optimizacion
matematica y de la investigacion de operaciones, con aplicaciones directas en economia,

ingenieria, logistica, finanzas y ciencias de la computacion. A pesar de la amplia
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disponibilidad de textos clasicos sobre el método Simplex, gran parte de la literatura existente
presenta los algoritmos como procedimientos operativos independientes, enfatizando la
mecanica del calculo por encima de los principios estructurales que los sustentan.

Esta obra se justifica a partir de la necesidad de reinterpretar el método Simplex desde una
perspectiva unificada, donde el algebra lineal, la geometria y el computo no se estudien
como disciplinas separadas, sino como componentes inseparables de un mismo proceso
matematico. En particular, se argumenta que el Simplex es, esencialmente, un algoritmo de
cambio sistematico de bases, cuya comprension profunda requiere examinar sus vinculos
directos con la eliminacion gaussiana y el intercambio de Jordan.

Mientras que el enfoque convencional utiliza el Tablero estandar como herramienta principal,
este trabajo propone el Tablero de Tucker como una representacion matricial mas compacta,
simétrica y conceptualmente clara. Esta estructura permite integrar de forma natural el
analisis de factibilidad, optimalidad y dualidad dentro de un marco algebraico coherente,
facilitando tanto la comprension tedrica como la implementacion algoritmica.

Desde el punto de vista geométrico, la obra enfatiza la interpretacion del método Simplex
como un recorrido estructurado entre los vértices de un poliedro convexo. Esta lectura
geométrica no solo clarifica fendmenos como la degeneracion, los Optimos alternos y la
sensibilidad, sino que también permite visualizar el significado matematico de cada
operacion matricial realizada durante el algoritmo.

Adicionalmente, aunque existen algoritmos de complejidad polinomial para la resolucion de
problemas de programacion lineal, como el método del elipsoide o los métodos proyectivos,
el Simplex continua siendo el método predominante en aplicaciones reales. Esto hace
pertinente un estudio que no se limite a su uso practico, sino que examine las razones
estructurales y matematicas que explican su eficacia computacional en la mayoria de los
Ccasos.

Finalmente, esta obra busca contribuir al &mbito académico ofreciendo un texto que sirva
tanto como material didactico avanzado como referencia conceptual, especialmente para
estudiantes y docentes interesados en comprender la optimizacion desde sus fundamentos
algebraicos. El énfasis en la continuidad conceptual desde el algebra lineal elemental hasta
la programacion entera pretende fortalecer la formacidn matematica del lector y dotarlo de

herramientas analiticas transferibles a otros contextos de optimizacion.
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Objetivos
Objetivo General

Desarrollar de manera estructurada y rigurosa los fundamentos algebraicos, geométricos y
algoritmicos del método Simplex, estableciendo una continuidad conceptual desde la
eliminacion gaussiana y el intercambio de Jordan hasta la programacion lineal, la dualidad,
el andlisis de sensibilidad y la programacion entera, utilizando el Tablero de Tucker como
herramienta central de representacion y analisis.

Objetivos Especificos

e Presentar los fundamentos del algebra lineal necesarios para comprender los
algoritmos de programacion lineal, enfatizando los conceptos de espacio vectorial,
base, independencia lineal y cambio de base.

e Analizar el método de eliminacion de Gauss y el método de Gauss—Jordan como
antecedentes directos del intercambio de variables empleado en el método Simplex.

e Demostrar la equivalencia algebraica entre el intercambio de Jordan y los
procedimientos clasicos de eliminacion matricial, resaltando su utilidad en Ia
actualizacion eficiente de bases.

e Introducir el Tablero de Tucker como una representaciéon matricial compacta que
unifica el tratamiento del problema primal, dual, la factibilidad y la optimalidad.

e Estructurar el método Simplex primal de dos fases empleando el intercambio de
Jordan, explicando de manera detallada los criterios de seleccion de variables
entrantes y salientes.

e Formalizar el método Simplex dual y analizar su relacidén con la factibilidad y la
optimalidad del problema primal.

o Estudiar fendmenos propios de la programacion lineal, tales como la degeneracion,
los 6ptimos alternos, la no acotacion y la infactibilidad, mediante interpretaciones
algebraicas y geométricas.

e Desarrollar el analisis de sensibilidad para evaluar el impacto de variaciones en los
coeficientes de la funcidn objetivo, los términos independientes y las restricciones.

e Introducir los fundamentos de la programacion entera y detallar la aplicacion del
método de Ramificacion y Acotamiento, destacando el papel del Simplex como

subrutina fundamental.
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e Evaluar las ventajas del uso del Tablero de Tucker en términos de claridad
conceptual, eficiencia computacional y optimizacion de memoria frente a otras

representaciones tradicionales. 1 3
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Capitulo I. Fundamentos de algebra lineal

El algebra lineal constituye el lenguaje fundamental de la programacion lineal y de los
algoritmos de optimizacion. Més alla de su estudio formal como disciplina matematica,
proporciona la estructura algebraica y computacional necesaria para modelar sistemas de
restricciones, describir espacios de busqueda y formalizar los cambios de solucion que

ocurren durante la ejecucion de un algoritmo.

En el contexto del método Simplex, los conceptos de vector, base, independencia lineal y
cambio de base adquieren un significado operativo preciso: cada iteracion del algoritmo
corresponde a la sustitucion controlada de una base por otra, preservando la factibilidad y

mejorando la funcion objetivo.

El proposito de este capitulo es establecer los fundamentos de algebra lineal indispensables
para comprender el comportamiento matematico del método Simplex y sus variantes. En
lugar de presentar estos conceptos de manera aislada, se enfatiza su interpretacion geométrica
y algoritmica, de modo que cada definicion se conecte naturalmente con los procedimientos

de optimizacion que seran desarrollados en los capitulos posteriores.

Vectores

En fisica clésica, un vector suele representarse como un segmento rectilineo definido por una
magnitud y una direccion en el espacio. Sin embargo, para el modelado computacional y la
optimizacion, es mas riguroso y conveniente definir un vector en R" como una n-tupla
ordenada de nimeros reales. Esta abstraccion permite tratar a los vectores como estructuras
de datos unidimensionales (arreglos o arrays) que almacenan la informacion de las variables
de un sistema.

Geométricamente, asumimos la convencion de que todos los vectores tienen su punto de
origen en el origen del sistema coordenado (0,0,... ,0). De esta forma, existe una
correspondencia biunivoca entre los puntos del espacio y los vectores.

Un vector en dos dimensiones se denota como a = (a;,a,)y su magnitud (o norma

euclidiana) est4 determinada por:

14

14



lall =y ai® + a;?

Su direccion en R? queda caracterizada trigonométricamente por el angulo ©:

a a
cos(@) =1 Tang(®) = 2
/—alz T a,? g( / a,
En términos generales, un vector v de n-componentes es un elemento de R™ y puede

representarse matricialmente como un vector columna o vector fila:
U1

v = E (6] Un = [Ul, vn]
Un

Donde cada v; € R es una componente (o escalar) del vector, y $n$ define la dimension del
espacio vectorial.

En programacion lineal, los vectores no solo representan magnitudes geométricas, sino
estados del sistema. Cada vector x € R™describe una asignacion especifica de recursos, y el
conjunto de todos los vectores factibles define el espacio sobre el cual opera el algoritmo de

optimizacion.

Espacio Vectorial

Un espacio vectorial (o espacio lineal) es una estructura algebraica formada por un conjunto
no vacio de elementos llamados vectores, en el cual se definen de manera rigurosa dos
operaciones: la adicion de vectores y la multiplicacion por un escalar (que pertenece a un
cuerpo, como los nimeros reales R.

Computacionalmente, los espacios vectoriales proporcionan el marco exacto para delimitar
el "espacio de busqueda" de un algoritmo. En programacion lineal, las variables de decision
de un problema constituyen un vector x € R™. El conjunto de todas las combinaciones
posibles de asignacion de recursos reside dentro de este espacio, y las operaciones de
escalamiento y suma vectorial son las que permiten al algoritmo transitar de una solucion a

otra.

Combinaciones lineales e independencia
Un vector w se denomina combinacion lineal de un conjunto de vectores {V1 - VUm} si
puede expresarse mediante la suma ponderada de dichos vectores multiplicados por

escalares:
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m

w = 61171 + C2172 + -+ Cmvm == Z Ci Ul'
i=1

Donde c¢; € R son constantes escalares.
Cualquier vector en R3, por ejemplo, puede expresarse como combinacién lineal de los
vectores de la base canonica estandar: e; = (1,0,0), e, = (0,1,0) y e5 = (0,0,1).
Siv = (a,b,c), entonces v = ae; + be, + ce;
Ejemplo Analitico:
Para expresar el vector z = (2,1) como combinacion lineal de x = (3,—2)e y = (1,4), se
plantea:
(2,1) =a(3,-2)+b(1,4)
(2,1) = (3a+ b,—2a + 4b)
Esto genera el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
3a+b=2
—2a+4b =1
La resolucion de este sistema nos dard los escalares exactos a y b que satisfacen la
combinacion lineal.
Se dice que un conjunto de vectores {V1 - Vm} es linealmente dependiente si existe
una combinacion lineal igual al vector nulo donde no todos los escalares son cero. Es decir,
existen escalares k;, con al menos algun k; # 0, tal que:
kvi + kyvy + -+ ko,
Conceptualmente, la dependencia lineal indica redundancia; al menos un vector del conjunto
puede expresarse en funcion de los demas, lo que en programacion lineal se traduce como
una restriccion geométrica repetida o redundante que no aporta nueva informacion al
politopo.
Por el contrario, el conjunto es linealmente independiente si la inica forma de satisfacer la
ecuacion anterior es mediante la solucion trivial:

k1 = kz = :km = 0

Propiedades Clave:
1. Siun conjunto de vectores es linealmente independiente, cualquier subconjunto de ¢l

también lo es.
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2. El nimero maximo de vectores lincalmente independientes en R™ ¢s exactamente n.
Este principio es la piedra angular para la generacion de bases.

3. En el andlisis de algoritmos, garantizar la independencia lineal de las filas de una
matriz de restricciones asegura que el sistema tenga solucion Unica y que no se

desperdicien ciclos de reloj procesando hiperplanos duplicados.

Concepto de Base y Conjunto Generador
Un conjunto de vectores genera o "engendra" un espacio vectorial si todo vector de dicho
espacio puede escribirse como una combinacion lineal de ellos. En el disefio de algoritmos
de optimizacion, el conjunto generador representa las direcciones mediante las cuales se
pueden alcanzar todos los puntos del espacio de soluciones factibles.
Una Base de R™ es un conjunto generador minimo. Formalmente, un subconjunto de vectores
es una base si cumple dos condiciones ineludibles:

1. Genera a todo el espacio R™.

2. Esun conjunto linealmente independiente.
En la programacion lineal, el concepto matematico de base estéd directamente vinculado a las
"soluciones basicas". El método Simplex selecciona una base de vectores columna a partir
de la matriz de restricciones. Esta base matricial de tamafio mxn (donde m es el numero de
restricciones) define un unico punto en el espacio (un vértice del poliedro).
Cambio de Base
La iteracion central del método Simplex consiste precisamente en un cambio de base. Si
poseemos una base de n vectores para R™ y deseamos introducir un nuevo vector b al
conjunto, podemos expulsar un vector de la base original siempre y cuando el coeficiente de
dicho vector saliente en la combinacion lineal que forma a b sea distinto de cero. Este pivoteo
algoritmico garantiza que el nuevo conjunto conformado siga siendo una base valida vy,
geométricamente, representa el "caminar" de un vértice del poliedro a su vértice adyacente.
Base Ortogonal y Ortonormal
Dos vectores u, v € R™ son ortogonales si su producto punto algebraico es nulo:

ulv={(uv)=0

Un conjunto de n vectores forma una base ortogonal si todos los vectores son mutuamente

ortogonales entre si ( (v;, v;) = 0 para todo i # j).
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Si ademas de ser mutuamente ortogonales, la norma de cada vector es exactamente igual a 1
(llvill = 1), se dice que la base es ortonormal. Estas bases son de alta eficiencia
computacional porque la inversion de su matriz asociada es simplemente su transpuesta
(A™1 = A7), minimizando la complejidad algoritmica.

En el método Simplex, una base no es inicamente un concepto algebraico, sino una estructura
operativa que define una solucidn basica factible. Cada cambio de base corresponde a una
nueva solucion, y el algoritmo avanza seleccionando aquellas bases que mejoran

sistematicamente el valor de la funcion objetivo.

Espacio Convexo y Poliedros
La convexidad permite, bajo ciertas condiciones, que los déptimos locales coincidan con los

optimos globales.

Espacio Convexo:
Un subconjunto € de un espacio vectorial es convexo si, dados dos puntos cualesquiera x,y €
C, el segmento de recta que los une esta contenido integramente en C. Analiticamente, para
cualquier escalar A € [0,1]
Ax+(@A-ADyec:
Si el algoritmo navega por la frontera de un espacio convexo, estd matematicamente
garantizado que no quedard atrapado en un "callejon sin salida" u 6ptimo local falso.
Poliedros y Politopos:
En programacion lineal, las inecuaciones de las restricciones Ax < b dividen el espacio en
semiespacios.
o Poliedro: Es la region geométrica formada por la interseccion de un nimero finito de
semiespacios. Representa la region factible del problema.
« Politopo: Si el poliedro esta acotado (no se extiende hacia el infinito), se le denomina
politopo.
e Vértice (Punto Extremo): Un punto x, en el poliedro es un vértice si es la
interseccion unica de n hiperplanos linealmente independientes.
La propiedad fundamental de que una solucion 6ptima se localiza en un vértice del poliedro

factible justifica el disefio del método Simplex: recorrer sistematicamente las aristas del
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politopo evaluando tUnicamente soluciones extremas. Esta idea guiarda el desarrollo

algoritmico presentado en los capitulos siguientes.
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Capitulo II. Intercambio de Jordan

El presente capitulo tiene como proposito fundamental demostrar la equivalencia matematica
entre el algoritmo de «intercambio de Jordan» y el tradicional método de eliminacién de
Gauss-Jordan en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

De manera formal, un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas se representa como:

Ay1X11a12Xp TQ13X3 T A1 X, = by

an1x1+an2x2 +a'n3x3 +... Aundn = bn

Esta formulacion se puede representar en forma matricial de la siguiente manera:
Ax =b
Donde:
e A es la matriz que contiene los coeficientes del sistema y, para este contexto, es una
matriz cuadrada de orden n (dimensiones nxn).
e x es el vector columna que contiene a las incognitas del sistema (xq, X5, =+, Xp,).
e b es el vector columna que contiene a los términos independientes.
Cabe recordar que el método de Gauss-Jordan, tipicamente estudiado en la asignatura de
Meétodos Numéricos, presenta dos resultados fundamentales (siempre y cuando la matriz A
sea de rango completo):
1. Al término de la ejecucion del algoritmo, se obtiene la solucion del sistema de
ecuaciones lineales.
2. De manera simultanea, se obtiene la matriz inversa de A.
En este capitulo se calculara la inversa de una matriz por medio del método de Gauss-Jordan
y, posteriormente, se utilizard el algoritmo de intercambio de Jordan. Este enfoque
comparativo permitird validar el algoritmo de intercambio de Jordan para poder utilizarlo

con seguridad en los capitulos posteriores.

Método de Gauss-Jordan.
El método de Gauss-Jordan se fundamenta en la aplicacién sistematica de operaciones
elementales sobre los renglones de una matriz. Para comprender su mecénica, es esencial

destacar dos aspectos principales:
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1. Operaciones elementales: Consisten en un conjunto de tres transformaciones validas
que permiten producir una matriz equivalente B de tamafio nxn a partir de una matriz
original A del mismo tamafo, preservando el conjunto solucion del sistema.

2. Matriz aumentada y pivoteo: Dada una matriz A de tamafio nxn, se construye una
matriz extendida concatenando el vector de términos independientes b y una matriz
identidad I de orden n. Utilizando los elementos de la diagonal principal como
pivotes, las transiciones del algoritmo operan de la siguiente manera:

[A|B|I] = n transiciones — [I|x]A™1]

En consecuencia, después de completar las n transiciones, el vector b se transforma en el
vector solucion x, la matriz de coeficientes A se reduce a la matriz identidad I, y la matriz
identidad original se convierte en la matriz inversa A™1.

Operaciones elementales por rengléon
Dada una matriz A, las tres operaciones elementales validas sobre sus filas (o renglones) y
sus correspondientes matrices elementales son:
1. Intercambio de renglones (R; < R}):
Consiste en permutar la posicion de dos filas. Su matriz de operacion asociada, ES*,
es la matriz identidad en la que se han intercambiado las columnas (o filas) s y k.
2. Multiplicacién por un escalar no nulo (R <~ aR; con a # 0):
Consiste en multiplicar todos los elementos de la fila s por una constante «. Su matriz
de operacion, E°(a), corresponde a la matriz identidad donde el elemento en la
posicion (s, s) ha sido reemplazado por el escalar a.
3. Suma de un multiplo de una fila a otra (R; < R, + R,):
Consiste en sumar a la fila s los elementos de la fila r previamente multiplicados por
un escalar a. La matriz de operacion asociada, E; (@), es la matriz identidad que
contiene el valor a en la interseccion de la fila s y la columna 7.

Ejemplo del punto uno:

1 2 3
A=14 5 6
7 8 9

Se permuta la primera hilera por la segunda hilera (r1<r2), por lo que la matriz resultante

sera:
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B=11 2 3
7 8 9
La matriz elemental sera:

010]

456]

EY?=[1 0 0

0 0 1

De esta forma:

B =E24=

0 0 1
Ejemplo del punto dos:

7 8 9

A:

1 1 1
2 2 2] 11=31]
3 3 3

5 5 5
B=12 2 2]
3 3 3

La matriz elemental sera:

5 0 0
E®=10 1 0
0 0 1

De esta forma:

5 0 0 1 1 1 5 5
B=E,(5)A=|0 1 0| |2 2 2|=|2 2
0 0 11 13 3 3 3 3
Ejemplo del punto tres:
1 2 1
A=|3 2 1
4 2 2

Se realiza la siguiente operacion: 1, « 1, + 3713
- 3 2 1
3r; — 12 6 6
- 15 8 7
1 2 1
15 8 7
4 2 2

La matriz elemental sera:

B:

0 1 0] (1 2 3] 1[4 5 6
1 0 Of [4 5 6[=|1 2 3

7 8 9

5
2
3

]Porlo que 4 - B.

] Por lo que A~B.
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1 0 0
E§(3)=[O 1 3]

0 0 1 2
Por lo que: 3

1 0 O][1 2 1 1 2 1
0 1 3113 2 1| =|15 8 7| Porloque A~B.
0 0 1114 2 2 4 2 2

A continuacion, se presentan ejemplos practicos. En cada uno de ellos, la resolucion se

B = E2A=

llevaré a cabo primero mediante el método de Gauss-Jordan y, posteriormente, aplicando el

algoritmo de intercambio de Jordan.

Ejemplos de resolucion mediante el método de Gauss-Jordan

El primer paso del algoritmo consiste en construir una matriz aumentada (o ampliada)
concatenando la matriz original A con una matriz identidad I del mismo orden. Esta
estructura se denota matematicamente como [A|I].

Mediante la aplicacion sistematica de operaciones elementales por renglon, se ejecutard la
siguiente transformacion algoritmica:

Ejercicio 1: Inversa de una matriz de tamaiio 2x2:

Dada la matriz A:

1 3
2 4

El primer paso consiste en construir la matriz aumentada [A|I]:

[1 3|/1 0
2 4]0 1

A continuacion, se aplican las operaciones elementales por renglon para anular los elementos

a<|

fuera de la diagonal principal. Para evitar trabajar con fracciones en esta etapa, se realizaran
las siguientes transformaciones simultaneas:

e R; < 4R, —3R,

e R, < R,—2R;
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Calculos auxiliares de las operaciones fila:

Para el nuevo Renglén 1 (R;):

24

4 12 4 0
-6 -12 0 -3
Para el K1 =4R1—3R -2 0 4 -3 nuevo
Renglon 2 (R,):
2 4 0 1
-2 -6 -2 0
R2 - R2 - 2R1 0 -2 '2 1
Sustituyendo estos

resultados, la matriz resultante es:

[—2 o |4 -3
0 -2 |-2 1

El ultimo paso del método de Gauss-Jordan es multiplicar cada renglén por el escalar

necesario para convertir los pivotes de la diagonal principal en 1 (normalizacion):
o R (TR

.« Ry = (TR,
Al haber transformado el lado izquierdo en la matriz identidad I, el lado derecho corresponde

a la matriz inversa buscada:

1 -

2
3
a1 = |1 3] 2 5‘2[1 0]
2 4 1 _1 0 1
2
Para validar el resultado, se realiza el producto de matrices, calculando cada elemento A;; de

la matriz resultante:
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an=1(-2)+3(1)=1
an = 1(3/2)+3(-1/2) = 0
a1 =2(-2)+4(1)=0
an =2(3/2)+4(-1/2) =1

El resultado conforma la matriz identidad, confirmando que la inversa calculada es correcta.

El algoritmo de intercambio de Jordan

A diferencia de los métodos de eliminacion tradicionales, en el algoritmo de intercambio de
Jordan no se incluye la matriz identidad adjunta; el procedimiento opera iinica y directamente
sobre la matriz original A.

En cada iteracion, se selecciona un elemento de la matriz como pivote, ubicado en la
interseccion de la fila r y la columna s. Denotaremos a este elemento como a,g. Las
transformaciones para generar la nueva matriz equivalente (cuyos elementos denotaremos
como a’,¢) siguen estrictamente estas cuatro reglas:

1. El elemento pivote: Se sustituye por su inverso multiplicativo.

2. Elrenglon del pivote: Cada elemento de la fila del pivote se divide entre el valor del

pivote.

!

_ Grj
avi= e, j#s
3. La columna del pivote: Cada elemento de la columna del pivote se divide entre el
valor del pivote, con signo contrario.
a; .
ais=—"5/q 1#ET
4. El resto de la matriz (Regla del rectangulo): Para todos los elementos que no

comparten ni fila ni columna con el pivote, se aplica la siguiente formula:
Qis * Ayj . .
aij=aij—— LFT, ]iS
a‘T’S
De manera visual, un elemento pivote ag.s dentro de una matriz A de tamafio n-n se

representa de la siguiente forma (Arjona, 1987):
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a1 dzp Qys Aon
) Qs Ayn
an1 an2 Aps Ann

Calculo de la matriz inversa:

Para obtener la inversa de la matriz (A™1) utilizando este algoritmo, es necesario realizar n
intercambios sucesivos (transiciones). El procedimiento estdndar exige tomar como pivotes
secuenciales a todos los elementos de la diagonal principal. Es decir, el primer intercambio
utilizara como pivote al elemento a;;, el segundo intercambio al elemento a,,, y asi
sucesivamente, hasta concluir con el elemento a,,,,.

Ejercicio 6: Inversa de una matriz 2x2 con intercambio de Jordan

Sea

=y 3
Primer pivote: a4
1) a';;=1/1=1
2) a'1,=3/1=3
3) a'y,=-(2)/1=-2
4) a'y,=4-(2%3)/1=-2
1 3 |
-2 =B
Segundo pivote: a,,
1) a'y=1/(-2)=-112
2) a'51=(-2)/(-2)=1
3) a'y,=-(3)/(-2)=3/2
4) a'y;=1-3*2)/(-2)=-2

3/2

—2
-1 _
A _| 1 —1/2

Comprobacion:
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3

§:|10
117l 1

-2
_ 1 3
aat=ly g .
2
Importancia del intercambio de Jordan en programacion lineal
El intercambio de Jordan resulta especialmente adecuado para la programacion lineal por las
siguientes razones:
e Opera directamente sobre la matriz del sistema sin ampliar artificialmente su
dimension.
e Formaliza de manera explicita el cambio de variables basicas y no basicas.
o Facilita la integracion del problema primal y dual en una misma estructura matricial.
o Constituye la base algebraica del Tablero de Tucker, utilizado en los capitulos
posteriores.
En este contexto, el intercambio de Jordan no debe entenderse como un método alternativo
a Gauss—Jordan, sino como su especializacion natural para problemas de optimizacion.
Sintesis del capitulo
En este capitulo se introdujo el intercambio de Jordan como una herramienta algebraica
fundamental para el andlisis de cambios de base en sistemas lineales. Se demostré su
equivalencia con el método de Gauss—Jordan y se destaco su ventaja operativa al trabajar
directamente sobre la matriz del sistema.
Asimismo, se establecid la interpretacion geométrica del intercambio como un
desplazamiento entre vértices de un politopo convexo, preparando el terreno para su
aplicacion sistematica en el método Simplex y en el uso del Tablero de Tucker, que seran

desarrollados en los capitulos siguientes.
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Capitulo III. Cambio de base

Como se observo en capitulos anteriores, el método de Gauss-Jordan utiliza la matriz
identidad como herramienta fundamental en la transformacion de sistemas lineales. En su
forma aumentada, el sistema se expresa como:

[Al1]
A través de operaciones elementales, es posible transformar la matriz A en la identidad,
obteniendo simultaneamente su inversa (Método de Gauss-Jordan).
En el contexto de programacion lineal, este proceso se interpreta de manera mas profunda
como un cambio de base. En lugar de centrarse inicamente en operaciones algebraicas, el
método consiste en sustituir un conjunto de variables basicas por otro, manteniendo la
equivalencia del sistema. Cada uno de estos cambios corresponde a una nueva solucion
basica.
Geométricamente, un cambio de base equivale a desplazarse entre los vértices de un
poliedro factible, definidos por la interseccion de hiperplanos asociados a las restricciones

del sistema.

Conteo de soluciones basicas
Si se tienen m ecuaciones con n variables (n = m), el nimero maximo de soluciones basicas

posibles esta dado por:

1
N = () = mre =

Cada una de estas combinaciones corresponde a una posible base y, por tanto, a un vértice
del poliedro.

Desde el punto de vista del analisis de algoritmos, el método simplex puede, en el peor de
los casos, recorrer un nimero exponencial de bases posibles ya que puede recorrer hasta 2™
bases distintas, como lo demuestra el ejemplo de Klee—Minty. Esto no es un detalle menor:
implica que el tiempo de ejecucion crece de manera explosiva conforme aumenta el tamafio
del problema. En términos formales, esto sitia al método dentro de un comportamiento
intratable en el peor caso, ya que el crecimiento exponencial puede volver impractica la

resolucion computacional para instancias grandes. Este hecho revela una caracteristica
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fundamental de la computacion: incluso problemas que son perfectamente resolubles pueden
escapar a toda viabilidad préactica debido a su complejidad estructural. En este sentido, la
dificultad computacional depende principalmente de la estructura del problema. 2 9
Sin embargo, y de manera notable, el método simplex muestra un desempeno eficiente en la
gran mayoria de los casos reales, lo que pone de manifiesto una tension central en la teoria
de la complejidad: la diferencia entre el comportamiento tedrico en el peor caso y el

comportamiento observado en la practica (Dasgupta, 2006).

A continuacidn, se presentan ejemplos en dos dimensiones que permiten visualizar de manera

mas clara el concepto de cambio de base y su interpretacion geométrica.

Ejercicio 1
Obtener todas las soluciones basicas del siguiente sistema de ecuaciones lineales:
2x1 +xp, = 2
X+ 2xy =2
Para analizar las soluciones bésicas, el sistema se expresa en forma estandar introduciendo
variables bésicas:
2x1+x, +y, =2
X1 +2x, +y, =2

De esta forma, el sistema tiene 4 variables:
(X1, X2, Y1, Y2)
y 2 ecuaciones.

El nimero de soluciones basicas posibles estd dado por:

41
N:(g):21(4—2)!:6

Cada solucion bésica se obtiene seleccionando 2 variables basicas y haciendo las demas
iguales a cero.

Por lo tanto, las posibles bases son:

(1, %2), (1, 1), (x4, ¥2), (2, ¥1), (X2, ¥2), (71, ¥2)
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Cada una de estas combinaciones define una solucidn béasica distinta.

En particular, la base (y;,y,) corresponde a:

x1=0,x2=0 30

lo cual representa el origen, es decir, la interseccion de los ejes coordenados.

En el Tablero 3.1 se ilustran las intersecciones de cada una de las rectas con los ejes
coordenados; finalmente, se muestra el punto de interseccion entre ambas rectas.

Tabla 3.1
Tabla inicial |A|I|

Base x1 x2 b yl y2
yl 2 1 2 1 0
y2 1 2 2 0 1
Cambio de base y1 < x1
Base yl x2 b x1 y2
x1 1 1/2 1 1/2 0
y2 0 372 1 -1/2 1
Py =(1,0)
Cambio de base y1 < x2
Base x1 yl b x2 y2
X2 2 1 2 1 0
y2 3 0 2 2 -1
P2 =(0,2)
Cambio de base y2 < x1
Base y2 x2 b yl x1
yl 0 -3 -2 1 -2
x1 1 2 2 0 1
P3 =(2,0)
Cambio de base y2 <> x2
Base x1 y2 b yl x2
yl 372 0 1 1 -1/2
X2 172 1 1 0 1/2
P4=(0,1)
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Interseccion entre rectas

Siendo el ejercicio de dos ecuaciones con las incognitas x1 y X2, solo se tiene una interseccion
donde se localiza la solucion del sistema de ecuaciones. Sin embargo, ya teniendo una de las 3 1
columnas unitarias transformadas, se puede usar una de ellas para el cambio de variable. En
la primera tabla se us6 el del cambio de base y; <> x; y posteriormente se aplicé el cambio
de base y, <> x,. El siguiente Tablero se aplico el cambio de base y, <> x; y cambio de base

V1 < X3

Tableros finales (Interseccion)

Tablero resultante |I|A™1]

Base V1 V2 b X1 %
X1 1 4] 2/3 2/3 -1/3
X2 0 1 2/3 -1/3 2/3

Interseccion: (2/3 , 2/3)

O, primero se usa la tabla del cambio de base y,<«>x; y posteriormente se realiza el cambio

de base x,<>y;.

y2 ¥i b X2 X1
X2 0 1 2/3 -1/3 2/3
X 1 0 2/3 2/3 -1/3
Comprobacion:
|2 1|| 2/3  —=1/3| _ |1 0|
1 2l1-1/3 2/3]| 1o 1
|2 1||—1/3 2/3 _|0 1|
1 2112/3 —-1/3] 11 o0

En la gréfica 3.1 se observan los 6 cambios de base, incluido el punto Po-(0,0).

Grafica 3.1 Los 6 cambios de base del ejercicio 1
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Interseccion

¥ -14
_2 -4
_3 -
_4 .
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
x1

Sintesis del capitulo

En este capitulo se formalizo el concepto de cambio de base como el mecanismo algebraico
esencial que sustenta el método Simplex. Se analiz6 su interpretacion geométrica como
desplazamiento entre vértices del conjunto factible y su papel operativo en la generacion de
soluciones basicas factibles.

Asimismo, se establecid que el intercambio de Jordan constituye la herramienta algebraica
natural para implementar estos cambios de base de manera eficiente, preparando el terreno

para el desarrollo detallado del método Simplex en los capitulos siguientes.
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Capitulo I'V. Método simplex vs. Método estandar y método de la
gran M.

Hay que recordar que el método simplex se refiere a la optimizacion de recursos
(minimizacidon de costos o maximizacion de ganancias. Las restricciones son lineales y
forman generalmente un poliedro (un espacio convexo bien definido). La funcion objetivo a
maximizar (0 minimizar) es una funcion lineal que generalmente en su inicio toca al origen
(f(x)=0). La idea es transportar la funcion objetivo hasta que se tenga un maximo o un minimo
sin que la funcion objetivo se salga del poliedro. Generalmente, si el problema tiene solucion,
la funcidn objetivo tocara al vértice con maxima ganancia o con minimo costo.

Aunque existen algoritmos de complejidad polinomial para resolver problemas de
Programacion Lineal, como el algoritmo del elipsoide de Leonid Khachiyan (1979) o el
algoritmo proyectivo de Narendra Karmarkar (1984), en la practica estos métodos no se
utilizan con tanta frecuencia como el método simplex. La principal razén es que, a pesar de
su mejor comportamiento tedrico (tiempo polinomial garantizado), estos algoritmos suelen
ser menos eficientes en aplicaciones reales. Presentan desventajas como mayor
complejidad en su implementacion, mayores requerimientos computacionales en términos de
precision numeérica, y menor rendimiento practico en problemas de tamano moderado o
grande.

Por otro lado, el método simplex, aunque en el peor de los casos tiene complejidad
exponencial, ha demostrado tener un excelente desempeiio en la practica, resolviendo la
mayoria de los problemas reales de manera rapida y eficiente. Ademas, es mas intuitivo, mas
facil de implementar y se adapta mejor a diversas variantes del problema.

Por estas razones, en aplicaciones reales y en la mayoria del software de optimizacion, se
sigue prefiriendo el método simplex (en sus distintas versiones como estandar, gran M o
intercambio de Jordan), mientras que los métodos polinomiales se valoran principalmente

por su importancia teorica dentro de la complejidad algoritmica.

Analisis comparativo de las variantes del método simplex.
El método simplex, propuesto por George Dantzig en 1945, constituye uno de los algoritmos

mas utilizados para la resolucidon de problemas de Programacion Lineal. A pesar de que,
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desde el punto de vista de la complejidad algoritmica, no es un algoritmo de tiempo
polinomial, su desempefio practico ha demostrado ser altamente eficiente en una amplia
variedad de aplicaciones reales.

Existen diversas variantes del método simplex, entre las que destacan el simplex estandar, el
método de la Gran M y el método de intercambio de Jordan. Cada uno presenta caracteristicas

particulares en términos de manejo de factibilidad inicial, degeneracion y dualidad.

Método Simplex Estandar

El método simplex estandar parte del supuesto de que el problema cuenta con una solucion
basica factible inicial, tipicamente asociada al origen. Esta condicion restringe su
aplicabilidad directa a problemas en los que las restricciones permiten construir facilmente
dicha solucion inicial.

Una de sus principales limitaciones radica en el fendmeno de la degeneracion, el cual ocurre
cuando una o mas variables bésicas toman valor cero. En estos casos, el algoritmo puede
experimentar ciclos o estancamientos, lo que compromete su eficiencia. Si bien existen reglas
anticiclo (como la regla de Bland), estas no eliminan completamente el problema, sino que
lo mitigan.

Adicionalmente, aunque el método simplex permite interpretar el problema dual y obtener
informacion econdmica relevante (como precios sombra), esta relacion no siempre se explota
de manera estructurada dentro del proceso iterativo.

En resumen:

El método simplex estandar no constituye un algoritmo completo, sino una herramienta
valida tnicamente bajo condiciones iniciales favorables.

Método de la Gran M

El método de la Gran M surge como una estrategia para abordar problemas en los que no se
dispone de una solucién basica factible inicial, particularmente cuando el punto inicial no se
encuentra en el origen. Para ello, introduce variables artificiales penalizadas en la funcion
objetivo mediante un parametro M suficientemente grande.

Si bien este enfoque garantiza la obtencion de una solucidn inicial, presenta desventajas

importantes, como la inestabilidad numérica asociada a la eleccion del parametro M y la falta
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de interpretacion fisica de las variables artificiales. Ademas, no ofrece mejoras sustanciales

en el tratamiento de la degeneracion ni en la integracion del problema dual.

Método de Intercambio de Jordan

El método de intercambio de Jordan representa una alternativa mas estructurada y
tedricamente robusta, particularmente en lo que respecta al manejo de la factibilidad inicial,
la degeneracion y la dualidad.

Fase 1 y sus ventajas en el método de intercambio de Jordan

La Fase 1 en los métodos de programacion lineal corresponde a un procedimiento inicial
cuyo objetivo es encontrar una solucion basica factible cuando ésta no es evidente o
cuando el problema no parte de un punto inicial en el origen. En métodos tradicionales, como
el de dos fases o el método de la Gran M, esta etapa se logra mediante la introduccion de
variables artificiales que permiten construir una base inicial factible.

Ventajas de la Fase 1 en el método de intercambio de Jordan

A diferencia del método de la Gran M, el intercambio de Jordan permite implementar una
fase 1 implicita, sin necesidad de introducir variables artificiales ni penalizaciones arbitrarias
en la funcion objetivo. Este enfoque se basa en transformaciones sistematicas del Tablero
que conducen progresivamente hacia la factibilidad primal y/o dual.

Esto implica que, incluso cuando el problema no parte de una solucién en el origen, el método
puede conducir al espacio factible mediante operaciones algebraicas controladas, evitando
los problemas asociados al escalamiento numérico y a la eleccion del parametro M.
Ademas, al no depender de variables artificiales, el método mantiene una interpretacion
mas limpia del modelo, mejora la estabilidad numérica y facilita la integracion con el
analisis dual. En conjunto, estas caracteristicas hacen que la fase 1 dentro del intercambio de

Jordan sea mas robusta y conceptualmente elegante que en los enfoques tradicionales.

Manejo de la degeneracion

El intercambio de Jordan presenta ventajas significativas en el tratamiento de la
degeneracion. Al considerar simultdineamente condiciones de factibilidad primal y dual, el
proceso de pivoteo se realiza bajo criterios mas restrictivos, lo que reduce la probabilidad de

ciclos.
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En particular, la estructura del método favorece la seleccion de pivotes que garantizan
progreso en al menos uno de los espacios (primal o dual), lo cual disminuye el riesgo de

estancamiento caracteristico del simplex estandar en presencia de soluciones degeneradas.

Manejo de la dualidad
Una de las principales fortalezas del método de intercambio de Jordan es su capacidad para
integrar explicitamente el problema primal y su dual en un mismo Tablero. Esto permite:
e Analizar simultaneamente condiciones de factibilidad y optimalidad en ambos
problemas.
o Interpretar de manera directa las variables duales durante el proceso iterativo.
e Detectar de forma madas eficiente la optimalidad global mediante condiciones
complementarias.
En este sentido, el método no solo resuelve el problema primal, sino que también proporciona
informacion estructurada del dual, lo que resulta especialmente util en aplicaciones
econdmicas y de optimizacioén avanzada.
En resumen:
Desde un punto de vista estructural, el método simplex estandar y el método de la Gran M
pueden entenderse como soluciones parciales al problema de la factibilidad inicial. El
primero opera Unicamente cuando dicha factibilidad es evidente, mientras que el segundo la

introduce de manera artificial mediante penalizaciones externas al modelo.

En contraste, el enfoque basado en el Tablero de Tucker y el intercambio de Jordan aborda
la factibilidad como wun problema algebraico inherente, resolviéndolo mediante
transformaciones matriciales que preservan la equivalencia del sistema. Esta caracteristica le
confiere mayor coherencia matematica, estabilidad numérica y una integracion natural con

la dualidad, justificando su adopcion como eje conceptual del presente trabajo.

Conclusion
En conclusién, aunque los algoritmos de complejidad polinomial como el método del
elipsoide de Leonid Khachiyan o el algoritmo de Narendra Karmarkar poseen relevancia

tedrica, en la practica los métodos basados en simplex contintian siendo predominantes.
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Dentro de estas variantes, el método de intercambio de Jordan destaca por su manejo
estructurado de la fase I, su tratamiento mas robusto de la degeneracion y su integracion
explicita de la dualidad, lo que lo convierte en una alternativa conceptualmente mas

estructurada, aunque con mayor complejidad de implementacion.
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Capitulo V. Problema primal y método simplex.

El problema en programacion lineal se escribe de la siguiente forma:
Maximizar z = cTx 3 8
sujetoa Ax < b

xiZO

El problema se puede reescribir introduciendo variables basicas:
Ax+y=b, y=0

0, de manera equivalente:

y=b—Ax >0

En esta formulacion:

e x son las variables no basicas

e 1y son las variables basicas

o
Interpretacion geométrica.
Si todos los b; > 0, el punto:

x = (0,0)

Pertenece al espacio factible, el cual es un conjunto convexo no vacio.
Si existe algiin b; < 0, pueden ocurrir dos situaciones:
1. El origen no pertenece al espacio factible

2. El conjunto factible es vacio.

Fases del método simplex
e Fase II: el origen es factible

e Fase I: el origen no es factible o el sistema es inconsistente.

Ejemplos geométricos

Ejemplo 1: El origen pertenece al espacio factible. Observe grafica 5.1.

Grafica 5.1
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Max z = x1 + x, _
S.Ax;+x, <3 >
—X1+xZS1 £

39

x1S2

X1,%; =0

El origen pertenece al espacio convexo.

Ejemplo 2. El origen no pertenece al espacio convexo. Observe la grafica 5.2

Grafica 5.2
Max.z = x4 + x, 34
S.A.x;+x, <3 B \\\
2 \\*\
_xl +x2 S 1 \
X1 =2 14 N
X1, %X =0
00 1 2 3

X1

Ejemplo 3: Espacio factible vacio, En este caso se considera espacio vacio. Observe la
grafica 5.3
Grafica 5.3

Max.z = x; + x, . / Espacio
PO

SA—x1+x,=22 f ~/ vacio
) >
X1—Xz 2 " /,/'
X1, %y =0 / A~
A

[

J/’
y. -
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Tablero de Tucker

El Tablero de Tucker inicial se estructura como: 4 O
Variables basicas Variables no bésicas —x; b
Yj Xi,j bj
Vector de costos (—c;) El valor de z

A lo largo de este texto, emplearemos el término Tablero como referencia directa al Tablero
de Tucker, por ser la estructura matricial fundamental de nuestro andlisis. Las
transformaciones sobre esta matriz se realizan mediante cambios de base, operando bajo el

algoritmo de intercambio de Jordan.

Criterio de optimalidad (fase II).
Se analiza el vector de costos Cj:
e Siexiste alguna C; < 0, la solucion no es 6ptima
e Se selecciona la columna entrante (la C; mas negativa

La fila saliente se determina mediante:

. b,
a=min /g, lays > 0}

Caso 1 El origen pertenece al espacio factible cerrado

Max Z=3x;+2x,
SA  —x;+x,<3
X1+t x,<6
X1 <4

Forma estandar:

yi= 3+X1-XZ >0
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y2 = 6_x1'x2 2 O
y3 = 4_x1 2 O

X1,Xx, = 0bi /ai,s

Se muestran las iteraciones en los Tablerox 5.1 al 5.4:

TABLERO 5.1
-X; | -%g b
Y1 -1 1 3
¥2 1 1 6
V3 1 0 4
Z -3 -2 0

Primera iteracion:

TABLERO 5.2

ot | 2| B | Atxn) | A=)
a | =t | 3 3 | + | 3n
& | 2| 1 | & || & | &0
ys | B o] 4 | an | + o
z | BB | o | ~» .
3

e Variable que entra a la base: x4

e Variable que sale de la base: y;
TABLERO 5.3
-V3 =X> b ;\('XZ)

Y1 1 1 7 17N

y2 | -1 1 2 2/1

X1 1 0 4 *
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Resultado:

P; = (4,0), z=3(4)+2(0)=12, 4 2
que corresponde al Tablero de Tucker 5.3.
Segunda iteracion:

e Variable entrante: x,

e Variable saliente: y,

Tablero 5.4
e -V b

yi | 2 | -1 | 5

Xz -1 1 2

X1 1 0 4

Resultado:

P, = (4,2), z=3(4)+2(2)=16
que corresponde al Tablero de Tucker 5.4. El punto es 6ptimo ya que todos los valores del
vector de costos son positivos.
La grafica 5.4 representa al espacio convexo factible del caso 5.1, y los punto Po es el punto
inicial, el punto P muestra la primera iteracion y el punto P> se muestra el punto 6ptimo.

GRAFICA 5.4
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Funcién Objetivo
Punto dptimo
P:= (4,2), =16

Funcién objetivo
Po=(0,0),2=0

P1= (4.0), Z=12

Caso 2: El origen pertenece a la region factible cerrado

Max Z=-3x;+ 6x,
SA. 2x+x,<2
-3x, H4x,< 12
X, <6
3x1 - x, <21
X1 - X3 <5

Forma estandar
y1i=2x1- x,+2>0
y2=3x1-4x,+12>0
y3 = -x, +620
ya=-3x1+x,+21>0
ys=-x;tx,+5>0

El Tablero inicial es el 5.5
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Tablero 5.5

=¥y =Xz b Al=xz)
yi | -2 | 0 2 2/1
va | 3| a | 12 124
ya | O 1 6 6/1
ya | 3 | -1 | 21 .
ys | 1 -1 5 *
z 3 | -6]| 0 *
Primera iteracion
e Variable entrante: x,
e Variable saliente: y;
Tablero resultante: Tablero 5.6
Tablero 5.6
X1 | Y A(-x1)
X2 -2 1 2 *
Yz 5 -4 4 4/5
ys | 2 | -1 | 4 | 47
Ya 1 1 23 23/1
ys | -1 | 1 | 7 *
z|9]e @ -
Resultado:
P, =1(0,2), Z=-3(0)+6(2)=12,

Siendo un elemento del vector de costos negativo, se tiene:

Segunda iteracion:
e Variable entrante: x4

e Variable saliente: y,
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Tablero resultante: Tablero 5.7

Tablero 5.7
Yo | Vi b A(-y1)

X2 | 2/5 | -3/5 - *
x1 | 1/5 | -4/5 . *

ys | -2/5 | 38/5 | 12/5 (12/5)/(3/5)=4

Ya | -1/5 | 9/5 | 111/5| (111/5)/(9/5)12.3

ys | 1/5 1/5 | 39/5 | (39/5)/(1/5)=39

Z | 9/5 | -6/5 - *

Resultado:
P, = (4/5,18 /5), 7 =-3(4/5)+ 6(18/5)=96/5.

Tercera iteracion:
e Variable entrante: y,;
e Variable saliente: y;

Tablero resultante: Tablero 5.8

Tablero 5.8
-Y2 E
X2 0 1

X1 | =1/3 | 4/3

5110'

yi | -2/3 | 5/3

Ya 1 -3 15

Ys 1/3 | -1/3 7

Resultado:
P; = (4,6), Z=-3(4)+6(6)=24,
El Tablero 5.8 es optimo, ya que todos los valores de La hilera de costos son positivos. La

grafica 5.5 representa al espacio convexo factible del caso 5.2.



Grafica 5.5.
Y

Funcion

obietivo

Caso 3: El origen pertenece al espacio factible abierto

Max Z=x;+ x,
S A, -x;+2x,<3
X1+t x <1
X1-2Xy <2
X1,X2>0
Se reescribe como:
Max Z=x;X1+x2
SA yi=x1-2x,+32>0
V2=X1-%X,+12>0

y3=-x1+2x,+2>0

Se observa que al tener las y; positivas se tiene un espacio convexo. El primer Tablero es el

5.9.
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} TABLERO 5.9
“Xi | X2 | b | A(=x1) | A(=x2)
Y1 -1 2 3 * 3/2
Yo -1 1 1 * 1/1
VE 1 -2 2 2/1 *
Zz -1 -1 0 * *
Primera iteracion:
e Variable entrante: X,
e Variable saliente: y,
Tablero resultante: 5.10
TABLERO 5.10
=X1 -¥o2 b }\(-X-])
Vi 1 -2 1 1/1
X -1 1 1 *
Y3 -1 2 4 *
Z -2 1 1

Resultado:

Segunda iteracion:
e Variable entrante: x4
e Variable saliente: y;

Tablero resultante: 5.11

P, =(0,1) Z=0)+(1)=1,
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TABLERO 5.11 4 8
Yi | Y2 | B | A-y2)

X4 1 -2 I *

Resultado:

P, =(12) Z=(1)+2)=3
Se observa que uno de los valores la hilera de costos es negativo (-3), sin embargo, no se
puede obtener un elemento para buscar un Amin. Si se observa la grafica 5.6, el espacio

obtenido es un espacio convexo abierto, lo que significa que el 6ptimo esta en el infinito.

GRAFICA 5.6

Espacio
convexo
abierto

Optimos alternos (o miiltiples soluciones)
Ocurre cuando se ha llegado al Tablero 6ptima, pero se observa que el vector de costos

reducidos (la fila de Z) de una o mas variables no basicas es exactamente cero. Si se decide
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forzar la entrada de esa variable no basica mediante un pivoteo (usando el criterio del cociente
minimo), el algoritmo calcularda un nuevo Tablero. Las variables bésicas cambiaran,
indicando que nos hemos movido a otro vértice extremo del politopo, pero el valor de la
funcion objetivo (Z) no cambiaré en absoluto.

Geométricamente, en un espacio de n dimensiones, esto significa que el hiperplano que
representa a la funcidén objetivo es exactamente paralelo a una de las fronteras (hiperplanos
de restriccion) activas que delimitan el espacio convexo. Al desplazar la funcidon objetivo
para buscar el 6ptimo, esta no interseca al espacio factible en un unico vértice, sino que se
apoya sobre toda una cara o faceta multidimensional del politopo (la cual est4d formada por
la combinacion convexa de multiples vértices optimos). Todos los puntos contenidos dentro
de esa region geométrica producen exactamente la misma ganancia maxima, generando una

infinidad de soluciones dptimas.

Caso 4: Ejemplo de multiples soluciones

Max Z=-3x;+6x,
SA. x+x,52

x; <l

-X11t2x,<2

X1,X2>0

En este caso, al tratarse de un problema bidimensional que presenta multiples soluciones, la
funcion objetivo alcanza su valor 6ptimo en dos puntos extremos (vértices) adyacentes. De
esta manera, cualquier coordenada sobre el segmento de recta que une a ambos vértices
también es una solucion optima

Se observa que al tener toda y; positiva, el origen pertenece al espacio convexo.

TABLERO 5.12
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yi |11 k| an 50

v | 102 | 2 2

Primera iteracion

En el Tablero No 5.12, la hilera de costos se observa un valor negativo (-6), esto indica que
no se ha llegado a un punto extremo 6ptimo. Por lo que se escoge Amin, €n este caso, se hace
un cambio de base y; <> x5:

TABLERO 4.13

-X4 ok b A(-x4)

yr | 32 | -1/2| 1 | 1/(3/2)

y2 | 1| 0 | 1| 1/

Resultado
P=(0,1), Z=-3(0)+6(1)=6,

El Tablero es Optimo y en la hilera de costos se tienen un cero. Esto nos puede indicar
multiples 6ptimos. Si se toma la columna donde el costo es cero como un cambio de base se

obtiene un Tablero con el mismo valor de la funcion objetivo, pero con otro punto 6ptimo.

Segunda iteracion

Del Tablero 5.13 se usa como pivote a, ;, obteniéndose el Tablero 5.14.
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TABLERO 5.14
=V B E

b
X 2/3 | -1/3 ' 5 1

y2 | -3/2 | 1/3 |1/3

x| 13| 13 BB
6

Resultado
P>=(2/3,4/3), Z=-3(2/3)+6(4/3)=6
En este caso, tanto el Tablero 5.13 como el Tablero 5.14 son 6ptimos, por lo que producen

un segmento Optimo como se muestra en la grafica 5.7.

GRAFICA 5.7
N
N\
x ¥
2%,
\.\ /
€ ——— Segmento
] —N 6ptimo
/ \\
N
N
\\*
0 2N\,

Caso 5: Ejemplo de multiples soluciones

Max Z=x;+x,
SA. x;+tx,<2
x, <1
X1-%Xy <1

X1, X0
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Tablero 4.15
X1 | X2 b | A-x1) | Al-X2) 5 2

Vi 1 1 2 2/1 2/1

Yz 0 1 1 * 1/1
Y3 1 -1 1 1/1 *
z -1 -1 0 * *

Primera iteracion.
En el Tablero 5.15, al analizar la fila de costos reducidos (fila de Z), se observa la presencia
de valores negativos (en particular, —1), lo cual indica que la solucién actual atin no es dptima.
Por esta razon, se selecciona la variable entrante correspondiente a dicho coeficiente
negativo. Aplicando el criterio del cociente minimo (4,,i,), se determina el pivoteo entre las
variables y; y x4, obteniéndose el Tablero 5.16.
TABLERO 5.16

Y3 | X2 | bo| A(-xo)

yi | -1 2 1 1/2

v 0 | 1|1

X 1 -1 1 *

Resultado:
P=(1,0),  Z=(1)+H0)=1,
Segunda iteracion:
Entra a la base x,.
Sale de la base y; .

Como resultado se obtiene el Tablero 5.17
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TABLERO 5.17

Y3 | yr | b AGys)
X | -1/2 | 172 . r 53
yo | M2 | <172 112 1
xi | 172 | 172 . r
Z| o | 1 2] =

Resultado

P,=(3/2,112) , Z=(3/2)+(1/2)=2,

El punto es 6ptimo ya que todos los valores del vector de costos son positivos.

Como se vio anteriormente, el Tablero 5.17 representa la funcion objetivo con infinidad de

soluciones. Usando la columna donde el vector de costos es cero, se como elemento pivote

obteniéndose el Tablero 5.18.

TABLERO 5.18
-y2 Y1 b
X2 1 0 r
Y3 2 -1 1
X1 -1 1 r
Z 0 1 2

Como se observa en el Tablero 5.18, el punto extremo en el espacio factible es P;=(1,1) y

Z=(1)+(1)=2.
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La grafica 5.8 representa al espacio convexo factible del caso 5.5. Observe que el segmento
que une a los puntos P=(1,1) y P=(3/2,1/2), perteneciendo a los reales, por lo que tiene un

infinito nimero de soluciones.

GRAFICA 5.8

Punto 6ptimo P=(1,1)

Segmento optimo

Punto éptimo P=(3/2,1/2)

Degeneracion

Un problema de programacion lineal se denomina degenerado si alguna de sus soluciones
basicas factibles contiene al menos una variable basica con valor cero.

La degeneracion puede surgir durante la aplicacion del método simplex cuando, al emplear
la prueba del cociente minimo para determinar la variable saliente (4,,;,), se presentan
multiples razones minimas iguales. En tal caso, el pivoteo conduce a una nueva base que
representa la misma solucion basica factible.

Desde una perspectiva geométrica, la degeneracion ocurre cuando un vértice del conjunto
factible estd determinado por mas de n restricciones activas, donde n es la dimension del
espacio de decision. En consecuencia, distintas bases pueden corresponder a un mismo punto
extremo.

Una implicacion importante de la degeneracion es que el valor de la funcidn objetivo puede
permanecer constante a lo largo de una o mas iteraciones sucesivas del método simplex. En
situaciones particulares, esto puede dar lugar al fendmeno de ciclaje, en el cual el algoritmo

recorre repetidamente un conjunto finito de bases sin progreso en la funcién objetivo.

Caso 6: Ejemplo de degeneracion
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Max. Z=3x,+ 2x,
Sujeto a:

X <2

X, < 2

X1 t+x, < 4

X1, X =0

El conjunto factible, que constituye un conjunto convexo, se muestra en la Grafica 5.9. De
su analisis se concluye que el valor 6ptimo de la funcion objetivo es Z=10, el cual se alcanza
en el punto P=(2,2).

En este punto se encuentran simultdneamente activas las tres restricciones, por lo que
corresponde a la interseccion de los tres segmentos. En términos de bases, esto implica que
existen multiples bases factibles que representan el mismo vértice, especificamente aquellas
asociadas a las combinaciones (y4,¥5), (¥2,V3) ¥ (1, ¥3).

En consecuencia, el punto P=(2,2) es una solucion dptima degenerada, ya que en la solucion

basica asociada al menos una de las variables basicas toma el valor cero.

Grafica 5.9
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Se tiene el Tablero 5.19:
Tablero 5.19
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yi| 1 | 0 |2

| 0 | 1 |2

& 1 1 4

Primera iteracion:
Del Tablero 5.20, calculando A,,;,, se realiza:
Sale de la base y;

Entra a la base x;

Tablero 5.20

-yl % | b

X1 1 0 2

v | 0 | 1 |2

ys | -1 ] 1 |2

Resultado:
P, = (2,0), z=32)+2(0)=6
Segunda iteracion:
Del Tablero 5.20, calculando 4,,;,, se realiza:
Sale de la base y,

Entra a la base x,
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Tablero 5.21

-y -X2 b
X1 T 0 2 5 7
Y2 0 1 2
Y3 -1 -1 0
z 3 2 10

Resultado:

P, = (2,2), Z=3(2)+2(2)=10
Siendo el Tablero 4.25 6ptimo y ademas muestra degeneracion ya que una variable basica
vale 0. El punto corresponde al indicado en la grafica 4.9

Regla practica

o Degeneracion: al menos una variable basica tiene valor cero
o No degeneracion: todas las variables basicas son estrictamente positivas
Eso indica que en el punto 6ptimo (2,2) hay mas restricciones activas de las necesarias.
En 2 dimensiones, un vértice normalmente queda determinado por 2 restricciones activas.
Pero en el punto (2,2) se activan 3, por eso aparece degeneracion.
La restriccion redundante es:
X1 +x, <4
Ya que esta implicita en:
x, <2
X, < 2
Asi que esa tercera restriccion no reduce la region factible. En este caso, geométricamente,
el punto dptimo es Unico, pero algebraicamente pueden aparecer varias bases para ese mismo

punto, porque la restriccion redundante también se satisface con igualdad.

Desventajas de la degeneracion

La degeneracion en el método simplex puede afectar de manera significativa el desempefio

y comportamiento del algoritmo. En particular, presenta las siguientes desventajas:
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En primer lugar, puede provocar que, tras realizar un pivoteo, la solucidén basica factible
permanezca inalterada. Esto implica que el valor de la funcion objetivo no experimente
mejora alguna, generando iteraciones en las que no se avanza hacia una solucion distinta.
En segundo lugar, la degeneracion incrementa el nimero de iteraciones necesarias para
alcanzar la solucion optima, ya que el algoritmo puede recorrer multiples bases distintas que
representan el mismo punto extremo del conjunto factible.

Adicionalmente, en presencia de degeneracion, pueden ocurrir empates en la prueba del
cociente minimo, lo que introduce ambigiiedad en la seleccion de la variable saliente y puede
afectar la estabilidad del procedimiento.

En casos particulares, la degeneracion puede conducir al fenomeno de ciclaje, en el cual el
método simplex repite una secuencia finita de bases sin lograr progreso en el valor de la
funcién objetivo

Finalmente, la degeneracion puede dificultar la interpretacion geométrica del proceso
iterativo, ya que distintos cambios de base no necesariamente corresponden a

desplazamientos visibles en el espacio factible.

Frecuencia de la degeneracion

La degeneracion es un fendmeno relativamente comun en problemas de programacion lineal,
especialmente en aquellos que contienen un niimero elevado de restricciones o presentan
redundancia entre ellas.

En la practica, la probabilidad de que ocurra degeneracion aumenta cuando el conjunto
factible posee vértices en los que se intersectan mas restricciones activas de las estrictamente
necesarias. Esto sucede con frecuencia en modelos reales, donde es habitual incluir
restricciones redundantes o altamente correlacionadas.

No obstante, aunque la degeneracion puede aparecer con cierta regularidad durante el
desarrollo del método simplex, sus efectos adversos severos —como el ciclaje— son poco
frecuentes en la practica. La mayoria de las implementaciones modernas del algoritmo
incorporan reglas de pivoteo disefiadas para evitar este tipo de comportamiento.

En consecuencia, la degeneracion debe considerarse un fendmeno comun desde el punto de

vista tedrico y computacional, pero generalmente manejable en aplicaciones practicas.

58

58



FASE 1
En la Fase II del método simplex se parte del supuesto de que se dispone de una solucién
basica factible inicial. En muchos casos, el origen puede representar una solucion factible; 5 9
sin embargo, cuando esto no ocurre, es necesario aplicar la Fase I, con el objetivo de construir
una base factible inicial.
El origen no es factible cuando alguno de los términos independientes b; del sistema Ax <
b es negativo. En tal situacidn, se construye un problema auxiliar en un espacio ampliado.
Para ello, se introduce una nueva columna p en el sistema. Esta columna se define de la
siguiente manera: toma el valor de uno en aquellas filas donde el término independiente b;
es negativo, y cero en las demas.
Con esta construccion, se garantiza la existencia de una base inicial en el sistema ampliado.
En el espacio de variables (x,p), se define una funcion objetivo auxiliar z", cuyos coeficientes
son cero en todas las columnas, excepto en la columna p, donde toma el valor de uno.
El Tablero inicial representa una solucion basica del sistema ampliado. A partir de este punto,
se procede a aplicar intercambios de Jordan, es decir, operaciones de pivoteo, guiadas por la
funcién objetivo auxiliar z'. El propdsito de estas transformaciones es modificar
sucesivamente la base con el fin de disminuir el valor asociado a la columna p.
Cada intercambio genera una nueva base equivalente del sistema, manteniendo la factibilidad
del Tablero y preservando la equivalencia algebraica del sistema. El proceso contintia hasta
que la variable p deja de pertenecer a la base y su valor asociado se reduce a cero, momento
en el cual se ha obtenido una solucidn basica factible del sistema original.
Una vez optimizada la funcion auxiliar z', deben verificarse las siguientes condiciones:

1. El valor 6ptimo de 7’ es igual a cero.

2. La columna p no pertenece a la base.

3. Todos los valores del lado derecho b; son no negativos.
Si alguna de estas condiciones no se cumple, el sistema original es infactible, ya que no
existe solucion que satisfaga simultdneamente todas las ecuaciones.
Si las condiciones se satisfacen, se elimina del Tablero la columna p y la fila correspondiente
a la funcion objetivo auxiliar z'. El Tablero resultante constituye una base factible del sistema

original, a partir de la cual puede iniciarse la Fase II.
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Desde el punto de vista algebraico, la Fase I puede interpretarse como un proceso de
transformaciones sucesivas del sistema mediante intercambios de Jordan en un espacio

ampliado, cuyo propoésito es construir una base factible para el problema original. 6 O

Caso 7: El origen no pertenece a la region factible cerrada

Max Z=2x;+x,
S.A. -x1tx, <1
X1 +tx,>1
X1 +xy <2

X1, X2>0

Quedando el Tablero 5.22
TABLERO 5.22

=X1 -X2 b

yi | -1 1 1

y | -1 | -1 | H

ys | 1 1 2

Z -2 -1 0

Como se observa en el Tablero 5.22, la variable b, tiene un valor negativo (-1), por lo que
no es posible aplicar directamente la Fase II.

A diferencia del método de la Gran M, este enfoque no requiere un modelo extendido con
multiples variables artificiales penalizadas. Para estructurar el espacio ampliado, basta con
introducir una Unica variable auxiliar paramétrica p mediante una nueva columna, a la cual
se le asigna el valor de -1 en aquellas filas donde b; <0, y cero en el resto de las posiciones.
Asimismo, se define una nueva funcion objetivo, colocando el valor de 1 en la columna py
cero en el resto de los elementos de la fila.

El resultado se muestra en el Tablero 5.23.

En general, la fila pivote se selecciona como aquella donde b; tenga el valor mas negativo,

mientras que la columna pivote corresponde a la columna de la variable p.
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TABLERO 5.23

=-Xq =Xz P b

yi| -1 1 o1

ya | <1 | -1 |11

ya| 1| 1 |02

Primera iteracion

Sale de la base p

Entra de la base y,

Dando como resultado el Tablero el Tablero 5.24

TABLERO 5.24

=Xq X [ =y2 | b Nxq) | A(=x2)
yr | -1 1 0 1 * 1
p 1 1 -1 1 1
Y3 1 1 0 2 2 2
Z | -2 -1 0 0 * *
Z | -1 -1 1T - * *

Posteriormente, se aplica el criterio de la Fase II para maximizar en el espacio R™*1,
Si al realizar la maximizacidn la variable p resulta no basica y z’=0, entonces se ha obtenido

una solucidn factible.

Segunda iteracion:
Sale de la base x;

Entra a la base p



TABLERO 5.25

p -X2 -y2 b
yi | 1 2 |12 62

X1 1 1 10T

ys | -1 | 0 | 1] 1

El Tablero 5.25 muestra que la variable p se encuentra como no bésica y que z'=0; por lo
tanto, en el espacio R™ se ha alcanzado una solucion factible.

En consecuencia, se elimina la columna correspondiente a p y la fila asociada a Z/,

obteniéndose el Tablero 5.26.

TABLERO 5.26

X2 | -y2 | b | A-y2)

yi| 2 [ 1] 2] *

X1 1 -1 1 *

ys | 0 [ 1] 1] 1

En este momento ya se puede manejar el criterio de la fase II, por lo que:
Sale de la base y;

Entra a la base y,

TABLERO 5.27
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yi| 2 |13 63

X1 1 1 2

y2| 0 | 1] 1

Resultado:
P1=(2,0), Z=2(2)+0=4
El Tablero 5.27 es optimo y la grafica 5.10 muestra el poliedro localizado fuera del origen

GRAFICA 5.10

B

-

Caso 8: Un ejemplo de espacio vacio (infactible).

Se presenta a continuacion un modelo matematico sin solucion. Para demostrar que se trata
de un espacio vacio (infactible), como primer paso se requiere transitar por el espacio
ampliado R™*! mediante la aplicacion de la Fase 1. Al finalizar dicha fase, aunque la variable

artificial p tomo el valor de cero (pasando a ser independiente), y Z' = 0, al eliminara p y
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Z' se observa que se tiene al menos un término independiente b; < 0. Esto viola la condicion

de no negatividad, confirmando asi la inexistencia de la region factible en el problema

original. 6 4

Max Z=x1+x2
S.A. X1 -Xy>1

X1, X2 >0

Como se observa en el Tablero 5.28, el origen no pertenece al conjunto convexo; por lo

tanto, es necesario aplicar la Fase 1.

De este modo, se construye el problema auxiliar, incorporando la variable p y la funcion

objetivo z', como se muestra en el Tablero 5.29.

Posteriormente, en el Tablero 5.30 y 5.31 se optimiza el problema en el espacio R™*1.
TABLERO 5.28

=X1 -Xo b

yi | -1 1 -1

v | 1 | -1 | =

Z | -1 -1 0

TABLERO 5.29

-X4 X5 p b

yi | -1 | 1 [ 41 -1

o 1 | <1 | 1] -1

Z 0 0 110
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TABLERO 5.30

-Xq -X2 -Y1 b A(-x4) 6 5

o | 1 SRS 1
y2| 2 | -2 | -1]0 *
z| 1] 1 |olo *

TABLERO 5.31

; i
o -X3 Y1 b
X1 1 -1 -1 1
y, | -2 0 1 | -2
Z 1 -2 -1 1
Z 1 0 0 0

TABLERO 5.32

-X2 -y1 b
X1 -1 -1 1
y2 0 1 -2
V4 -2 -1 1

En el Tablero 5.32 se obtiene un punto correspondiente a una de las restricciones, P=(1,0),
en el espacio R™. Sin embargo, este punto es infactible, ya que al menos un b; presenta un
valor negativo; por lo tanto, no es posible determinar un espacio convexo factible.

En la grafica 5.11 se muestra el conjunto factible vacio.
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GRAFICA 5.11 6 6
/ Espacio vacio.

Caso 9: Ejemplo de espacio convexo abierto fuera del origen.

Max Z=2x;+x,
S.A. X, +xy>2
X1 +3x5>2
x, <1

X1, X5 >0

En el Tablero 5.33 se observa que el origen no forma parte del conjunto convexo; por lo
tanto, es necesario aplicar la Fase 1.

En consecuencia, en el Tablero 5.34 se introduce una dimension adicional, junto con una
nueva funcion objetivo auxiliar. En los Tablerox 5.35 al 5.36 se optimiza R™*1,

TABLERO 5.33
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-X4 X5 b
yi | -1 -1 -2
y2 | -1 | -3 | B2
ys | O 1 1
Z -2 -1 0
TABLERO 5.34
X4 -X3 p | b
yr | -1 -1 -1 -2
Yo | -1 -3 -1 -2
ys | 0 1 0| 1
Z | -2 -1 0| O
Z | 0 0 110
TABLERO 5.35
X1 | X |y | B | Axe) | Aox)
p 1 1 -1 ]2 2 2
y. | O 2 | -1]0 * *
Vs 0 1 0 | 1 * 1
Z | -2 -1 0|0 * *
Z | -1 1| -2 * *

6/

6/



TABLERO 5.36

=Xq -3 =Y b }\(-)(1:]
p 1 -1 -1 T 1
y2| 0 2 | 1] 2 *
X5 0 1 0 T *
Z -2 1 0 T *
Z' -1 1 1 -1 *
TABLERO 5.37
|
P -Y3 -yi | b
X4 1 -1 -1 1
v | O 2 |1 2
X5 0 1 0 1
Z 2 -1 -2 3
Z 1 0 0 0
TABLERO 5.38
y3 |-yt | bl AGy3) | A1)
X1 -1 -1 1 * *
y2 2 -1 2 1 *
X2 1 0 1 1 *
Z -1 -2 3 * *
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TABLERO 5.39

-y2 -y1 b
X1 1/2 -3/2 2

ys | 12 | 12 1

X2 -1/2 1/2 0

Z 1/2 -5/2 4

En los Tablerox 5.38 y 5.39 se¢ intenta optimizar el problema en el espacio R™. En el Tablero
5.39 alin se observa un valor negativo en el vector de la funcion de costos, lo que indica que
existe una direccion de mejora. Sin embargo, no existe forma de realizar un nuevo pivoteo
algebraico, ya que no hay elementos positivos en la columna de entrada para aplicar el criterio
del cociente minimo. Por lo tanto, se concluye que el espacio de soluciones no esta acotado
en esa direccion, permitiendo que la funcion objetivo crezca hacia el infinito sin alcanzar
jamas un 6ptimo finito

En la grafica 5.12 se puede observar claramente que el conjunto factible es abierto.

=~ la solucion es el “INFINITO”
GRAFICA 5.12
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Caso 10: Un punto forma el espacio convexo.

Max Z=2x;+x,
S.A. X1 t+xy2>2
-x1 t3x5>2
x, <1

X1, X3 >0

En el Tablero 5.40 se observa que es necesario aplicar la Fase 1.
Del Tablero 5.41 al 5.44 se resuelve el problema en el espacio R™*1,
Finalmente, el Tablero 5.45 y 5.46 corresponden a la solucion 6ptima en el espacio R".

TABLERO 5.40

=X -X2 b
yi | -1 | -1 | =2
yo | 1 -3 | =2

ys | 0 1T |1

-X4 -X3 o] b
Y1 -1 -1 -1 | -2
Y2 1 -3 -1 -2
Y3 0 1 0 1
yd -2 -1 0 0
z 0 0 1 0

/0

/0



TABLERO 5.42

-X1 -X> -y1 | b
p 1 1 -1 2
va| 2 | -2 |-1] 0
ys | 0 1 o | 1
Z -2 -1 0 0
Z -1 -1 1 -2
TABLERO 5.43
Yo | X2 | yr | b Ayl
p | -1/2 2 -1/2 ] 2 1
Xy | 1/2 -1 -1/2] 0 *
VE 0 1 0 1 1
Z 1 -3 -1 0 *
Z' | 1/2 -2 172 | -2 *
TABLERO 5.44
¢
-y2 p -y b
X2 | -1/4 1/2 | -1/4
Xq 1/4 1/2 | -3/4
Vs 1/4 | -1/2 | 1/4 0
z 1/4 3/2 | -7/4 3
Z 0 1 0 0
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TABLERO 5.45

-Y2 -¥1
X2 | -1/4 | -1/4
X1 1/4 | -3/4
ys | 1/4 | 1/4
Z 1/4 | -7/4
TABLERO 5.46
-y2 -y3 b
X2 0 1 1
X1 1 3 1
yi 1 4 0
Z 2 7 3
Py =(1,1)

La grafica 5.13 muestra el espacio convexo del caso 5.10.

GRAFICA 5.13. Solo un punto es el espacio convexo
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Capitulo VI. Dualidad

Todo problema de programacion lineal esta estrechamente relacionado con otro problema
lineal asociado, denominado problema dual, mientras que el problema original recibe el
nombre de problema primal. Esta relacion no es accidental, sino que refleja una simetria
estructural profunda entre ambos modelos.

El concepto de dualidad surge como resultado de un andlisis mas profundo de la
programacion lineal y fue identificado inicialmente por John von Neumann en el contexto
de la teoria de juegos, previo al desarrollo formal del método simplex por George B.
Dantzig. Desde entonces, la dualidad se ha consolidado como uno de los pilares teoricos y
computacionales de la optimizacion lineal.

La dualidad no debe considerarse uinicamente como una construccidon matematica abstracta,
sino como una herramienta que permite interpretar un mismo problema desde dos
perspectivas complementarias. En particular, en el ambito econémico, el problema primal
suele asociarse con la asignacion optima de recursos, mientras que el problema dual se
relaciona con la determinacion de precios sombra o valores implicitos de dichos recursos.
Una propiedad fundamental de la dualidad establece que, si alguno de los dos problemas —
primal o dual— posee una solucion Optima, entonces el otro también la posee, y ambos
comparten el mismo valor éptimo. Esta equivalencia constituye el nicleo de la teoria de

dualidad y justifica el estudio conjunto de ambos modelos.

Importancia de la dualidad
La formulacion dual presenta diversas ventajas tedricas, computacionales y practicas, entre
las cuales destacan:
e Cuando el numero de restricciones es mayor que el nimero de variables, puede
resultar mas eficiente resolver el problema dual en lugar del primal.
o Permite realizar interpretaciones econdmicas directas, como el andlisis de precios
sombra y costos marginales.
o Facilita el analisis de sensibilidad de los parametros del modelo.
e Permite resolver graficamente ciertos problemas duales con dos restricciones,

independientemente del numero de variables del problema primal.
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Estas propiedades convierten a la dualidad en una herramienta esencial tanto para el analisis
tedrico como para la resolucion practica de problemas de programacion lineal.

/74
Planteamiento de la dualidad
A todo problema de programacion lineal (primal) puede asociarsele un problema dual
construido a partir de los mismos datos. Ambos problemas constituyen un par dual, ya que
existe una  correspondencia  estructural  directa  entre  sus  elementos:
cada restriccion del problema primal se asocia con una variable del problema dual, y
viceversa.
Esta relacion presenta ademds una propiedad de simetria fundamental:
al construir el dual del problema dual se recupera el problema original, es decir,
(Dual)Dual=Primal.(\text{Dual} )" {\text{Dual} } = \text{Primal}.(Dual)Dual=Primal.
Esta caracteristica, junto con la equivalencia de los valores Optimos y la relacion entre las
soluciones, permite afirmar que el problema primal y su dual representan dos formulaciones
equivalentes de un mismo modelo matematico.
Asimismo, una propiedad esencial de la dualidad establece que la solucion 6ptima de uno de
los problemas proporciona informacion directa sobre la solucion del otro. En consecuencia,
basta con resolver uno de ellos para obtener el valor 6ptimo del problema correspondiente.
Esta relacion se formaliza mediante resultados fundamentales de la teoria de dualidad, entre
los que destaca el Teorema de Holguras Complementarias, el cual establece condiciones
necesarias y suficientes para la optimalidad simultanea del problema primal y su dual.
El Tablero 6ptimo refleja esta regla de manera automatica:
las variables basicas positivas corresponden a restricciones activas, mientras que las
variables no basicas permanecen en cero porque no aportan mejora a la funcion objetivo.
De esta forma, el Tablero organiza el equilibrio entre el problema primal y el dual,
mostrando que solo las restricciones verdaderamente relevantes influyen en la solucion
optima.
Este principio explica por qué el método simplex funciona y por qué el Tablero de Tucker
permite una lectura simultinea primal—dual: el equilibrio que se observa en el Tablero
optimo es precisamente el que formaliza el Teorema de Holguras Complementarias.

Matematicamente el primal y el dual quedan de la siguiente forma:
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PRIMAL
Max Z=cTx
S.A. Ax<b
x>0
Se puede reescribir en forma de holguras como:
y=b—Ax >0
x>0
DUAL
Min W=bTu
SA.  ATu>c
u>0
Se puede expresar en términos de exceso como:
SA. V>ATu-¢c>0
u>0

Un problema tiene solucion si y solo si su sombra tiene solucion y su optimo es el mismo.

Tablero de Tucker (represencion general)

El Tablero inicial (Tablero 5.0) puede representarse de forma esquematica como:

TABLERO 5.0
Vi Vi Vn w
w | x R 5

Ui Vi

UiIYi A

Um Ym

M7 - -Cj -Cn 0




Los tres posibles casos en la relacion entre el problema primal y su problema dual son los
siguientes:

a) Si el problema primal es factible y su funcién objetivo estd acotada, entonces tanto el
problema primal como el dual tienen solucion optima, y ambos comparten el mismo valor

optimo. Observar caso 6.1.

Caso 6.1. Problema primal con espacio convexo acotado y problema dual no
acotado.
A continuacién, se analiza un caso particular y fundamental de la teoria de dualidad. Se
presenta un problema primal cuya region factible se encuentra completamente delimitada,
formando un espacio convexo acotado (un politopo). Al formular su problema dual
correspondiente, se observard que el espacio geométrico resultante es no acotado,
extendiéndose hacia el infinito en al menos una direccion. El objetivo de este caso es
demostrar que, a pesar de que el espacio dual es infinito, su direccion de optimizacion permite
encontrar un vértice Optimo finito, garantizando que ambos problemas cumplan con el
Teorema de Dualidad Fuerte y alcancen exactamente el mismo valor en su funcion objetivo.
*PRIMAL
Max Z=2x;+x,
SA. xtx,<4
X1t Xy <2
X1, X2 >0
*DUAL
Min W =4u, +2u,
SA.  u-u,>2
utu, >1
Uq, Uy >0
En el Tablero 6.1 se observa tanto la parte primal como la parte dual.

TABLERO 6.1
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Vi Va
=X =Xz b
Ui Y1 1 1 4
Uz Yo -1 1 2
A Z| -2 -1 0
Realizando operaciones en la parte primal se tiene:
Sale de la base y;
Entra a la base x;
Obteniéndose el Tablero 6.2, siendo éste optimo.
TABLERO 6.2
Ui V2 w
Y1 X2 | b
V1 X4 1 1 4
uz ¥z 1 2 6
A Z 2 1 8

*PRIMAL

P=(4,0)

Max Z=2x;+x,
Z=2(4)+(0)
Z=8

La grafica 6.1 muestra el espacio primal y el punto 0ptimo. La grafica 6.2 muestra el espacio

dual y su punto 6ptimo.
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GRAFICA 6.1 (PRIMAL)

=1

DUAL
P=(2,0)
Min W =4u, +2u,
W =4(2)+ 2(0)
W=28
GRAFICA 6.2 (DUAL)

b) Si el problema primal es no acotado, entonces el problema dual es infactible. Observar el

caso 6.2

Caso 6.2. Problema donde el primal es no acotado y el dual es infactible

A continuacion, se demuestra matematicamente que la ausencia de limites en un problema

primal garantiza la inexistencia de la region factible en su dual. A través de este ejemplo, se
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verificara como un espacio original abierto hacia el infinito se traduce algebraicamente en un

sistema dual contradictorio, cuyo espacio de soluciones esta completamente vacio

*PRIMAL
Max Z=3x;+x,
SA. -x;tx, <1
X1+t x, >3
X1, %X, >0
*DUAL
Min W=u,-3u,
SA. u-uy;>3
U-up; > 1

Uq, Uy >0

/9

El Tablero 6.3 es inicial. Resolviendo por primal se muestra que el origen no es parte del

conjunto convexo.

TABLERO 6.3
WV Vs
=X1 -X2 b
Ui V4 -1 1 1
Uz vz -1 -1 -3
M Z| -3 -1 0

El Tablero 6.4 muestra el espacio R™*1,

TABLERO 6.4

79



V1 Vo W
P
=X1 =Xz b
Ui ¥4 -1 1 0 1
u yo | -1 -1 -1 | -3
AZ | -3 -1 0 0
Z 0 0 1 0
Los Tableros 6.5 y 6.6 optimizan el espacio R™**.
TABLERO 6.5
V4q V2 =U>
=X -X2 =¥z b
Ui Y1 -1 1 0 1
p 1 1 -1 3
A Z| -3 -1 0 0
Z'| -1 1 1 1
TABLERO 6.6
V2 -Uz
P
-X2 -Y2 b
U Vi 1 2 -1 4
=Vq X4 1 1 -1 3
A Z 3 2 -3 | 6
Z 1 2 0 4
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Como resultado, se concluye que el problema en el espacio R™ es infactible.

La grafica 6.3 muestra que el conjunto factible del problema primal es no acotado, por lo

que la funcidn objetivo puede crecer indefinidamente. 8 1
Por su parte, la grafica 6.4 representa el problema dual, en el cual las restricciones no generan

un conjunto convexo en el primer cuadrante.

GRAFICA 6.3 (PRIMAL)

VERTICE(1,-2)

¢) Si el problema primal es infactible, entonces el problema dual puede ser infactible o no

acotado. Observe el caso 6.3 y el caso 6.4.
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Caso 6.3. El problema primal es infactible y el dual es no acotado

A continuacion, se analiza un problema primal cuyas restricciones generan una region 8 2
infactible. Al trasladar este modelo a su forma dual, resulta fundamental observar el
comportamiento de su funcidén objetivo: dado que sus coeficientes de optimizacion son
negativos, el objetivo matematico exige buscar el vértice con el valor minimo posible dentro
del espacio factible. No obstante, las restricciones del dual conforman una region no acotada.
Al no existir un "piso" que detenga la optimizacion, la busqueda de este valor minimo se
prolonga indefinidamente, derivando en una solucion ilimitada.
*PRIMAL
Max Z=x;-3x,

SA. x-x,<-3

X1+ xy <-1

X1, X5 >0

*DUAL
Min W=-3u;-u,
SA.  wytu,>1
Ut uy, >-3

Uy, Uy >0

El Tablero 6.7 presenta la formulacion inicial del problema.

TABLERO 6.7
Vi Vo W
-X1 -X5 b
Us Ys 1 -1 -3

u y: 1 1 -1
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Como el origen no pertenece al espacio convexo, se trabajara en la fase I, como se muestra

en el Tablero 6.8
TABLERO 6.8 8 3

Vi V2
ja]
-X1 =Xz b
Ui Yq 1 -1 -1 -3

Uz yz 1 1 -1 -1
AN Z| -1 3 0 0

Z'| 0 0 1 0

Los Tablerox 6.9 y 6.10 muestran las operaciones necesarias para la optimizacion del
problema en el espacio R"*1,
En el Tablero 6.10 se observa que, aun cuando z’ alcanza su valor 6ptimo (distinto de cero),

la variable p permanece como variable basica; en consecuencia, el problema original no

admite una solucion factible.

TABLERO 6.9
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TABLERO 6.10

=V X3 0 1/2 -1/2 1

Z' 1 12 | 1/2 | -2

-

-5 - =5 -2 =1 @ i 4

GRAFICA 6.6 (DUAL)

En la Gréfica 6.5 se muestra una region convexa no acotada que se proyecta fuera del primer
cuadrante. Por su parte, la Grafica 6.6 exhibe un espacio geométrico de naturaleza similar,

pero limitado al primer cuadrante. Para este ultimo caso, dado que la funcion objetivo
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W=-3u;—u, cuenta con coeficientes negativos, su valor decrece al aumentar las variables u;
y u,. Como la regidn factible no presenta fronteras que detengan este avance, el valor de W
puede hacerse arbitrariamente pequeio, concluyendo asi que el problema no admite un

minimo finito.

Caso 6.4. Problemas primal y dual simultaneamente infactibles.

Para concluir el analisis de las anomalias en la teoria de dualidad, este caso de estudio
presenta el escenario mas extremo: aquel en el que tanto el modelo primal como su
contraparte dual carecen de region factible. Este ejemplo es tedricamente fundamental porque
rompe con la nocién intuitiva de que la infactibilidad de un problema siempre garantiza que
su dual sea no acotado. Aqui se demostrara que es matematicamente posible que los sistemas
de restricciones en ambos espacios sean mutuamente excluyentes, resultando en conjuntos
convexos completamente vacios en ambas formulaciones.

Desde un punto de vista intuitivo, esto indica que el modelo esta mal planteado desde su
base: no es posible asignar recursos de manera consistente ni tampoco asignarles precios que
respeten todas las condiciones impuestas. Geométricamente, ambos problemas carecen de
region factible; economicamente, no existe un equilibrio posible entre recursos y precios.
Este tipo de situacidon representa el caso mas extremo de la dualidad, en el cual ni el
problema primal ni su dual admiten solucidon, y explica por qué ningiin método de

optimizacion puede avanzar cuando las restricciones son mutuamente excluyentes.

*PRIMAL
Max Z=x;+3x,
S A x-x,<-3
-x1+tx, <1
X1, X5 >0
*DUAL
Min W=-3u; +u,
SA. u-u,>1
Ut uy, >3

U, Uy >0
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El Tablero 6.11 presenta la formulacion inicial del problema.

TABLERO 6.11 8 6

Ui Yq 1 -1 -3

uz vz -1 1 1
ANZo-T -3 0

Como el origen no pertenece al espacio convexo, se trabajara en la fase I, como se muestra

en el Tablero 6.12.
TABLERO 6.12

Vi V2
D
=Xq =Xz b
Ui Vi 1 -1 -1 -3

Uy | -1 1 0] 1
AMZ| -1 -3 0| O

Z' 0 0 1 0

Los Tablerox 6.13 y 6.14 muestran las operaciones necesarias para la optimizacion del
problema en el espacio R™*1,
En el Tablero 6.14 se observa que, aun cuando z’ alcanza su valor 6ptimo (distinto de cero),

la variable p permanece como variable no bésica; en consecuencia, el problema original no

admite una solucidn factible.
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TABLERO 6.13

V4 V2 =U-
=X =Xz =Y b
p -1 1 -1 3
uz Yo -1 1 0 1
A Z -1 -3 0 0
Z' 1 -1 1 -3

TABLERO 5.14

Vi =Us> =Ly w
=X1 =Yz -y1 | b
p 0 -1 -1 2

Vo X2 -1 1 0 1
AMZ)| -4 3 0 3

Z'| 0 1 1] -2

En conclusion, la lectura bidireccional del Tablero de Tucker demuestra algebraicamente la
infactibilidad simultadnea de ambos modelos. Por el lado del problema primal, el algoritmo
de la Fase I se detiene al carecer de direcciones de mejora en la funcion objetivo artificial Z;
sin embargo, al quedar la variable p atrapada en la base con un valor positivo (b=2), se
confirma la inexistencia de su region factible. De manera simétrica, la lectura vertical revela
el colapso del problema dual: la presencia de un coeficiente negativo (-4) en la fila de la
funcidn objetivo principal, combinada con la ausencia total de elementos positivos en esa
columna que permitan realizar un intercambio de Jordan valido, bloquea cualquier transicion
matematica hacia la factibilidad. En consecuencia, este estado de paralisis algoritmica
confirma de forma definitiva que los sistemas de restricciones son inherentemente
contradictorios, resultando en conjuntos convexos completamente vacios tanto en el espacio
original como en su proyeccion dual.

Tanto en la grafica 6.7 como en la grafica 6.8 se muestra una region vacia.
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Grifica 6.7 (PRIMAL)

i Regiones de restricciones (sin interseccion factible)

3.0

2.5

109

0.5
%2 = X1+ 3

¥x2=xl+1

0.0 l.'].lf; 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
x1

Grifica 6.8 (DUAL)

i Regiones de restricciones (sin interseccion factible)

U2 =ul -1
u2=ul +3
15 |

3.0 1
2.5

2.0

uz2

10

0.5 4

0.0

0.0 0.‘5 1.‘0 1.‘5 2.0 2.5 3.‘0 3.‘5 4.0

FASE II en el método simplex dual

Tanto en el método primal como en el método dual se distinguen dos etapas: Fase I y Fase
II. En general, cuando el método primal se encuentra en Fase II, el método dual se encuentra
en Fase I, y viceversa.

En algunos casos, el espacio convexo asociado al problema primal no contiene al origen, por
lo que es necesario aplicar la Fase 1. Sin embargo, el espacio convexo correspondiente al
problema dual si contiene al origen. En esta situacion, es posible aplicar el método simplex
dual directamente en su Fase II.

Para ello, en la columna W se selecciona el término més negativo y, para elegir la variable

pivote u;, se utiliza el siguiente criterio:
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A=min {2 | a,; < 0}
arj
Caso 6.5. Resolucion de la Fase I primal mediante la Fase II dual 8 9

Este caso ilustra una situacion en la que el problema primal se encuentra en Fase I, mientras
que el problema dual se encuentra directamente en condiciones de Fase II. Esto permite

restaurar la factibilidad primal mediante la optimizacion dual

*PRIMAL
Max Z=-x1-x,
S.A. -3xy-4x, <-5
“4x,-2x5 < -8
X1, %X, >0
*DUAL
Min W =-5u, -8u,
S.A. -3u; 4u, >-1
“duy 2uy > -1
Uq, Uy >0
El Tablero 6.15 muestra la formulacion inicial del problema. Desde el punto de vista del
espacio convexo asociado al problema primal, se observa que el origen no pertenece a dicho
espacio, lo que indica que no se cuenta con una solucion factible inicial y, en consecuencia,
seria necesario aplicar la Fase I.
Sin embargo, desde el punto de vista del espacio convexo correspondiente al problema dual,
el origen si pertenece a la region factible, por lo que el problema puede resolverse

directamente mediante el método simplex dual en su Fase II.
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Tablero 6.15

Vi Va2 w

=Xq -X2 b

Uq Y -3 -4 -5
uz yo -4 -2 -8
z B0 o
A 1/4 1/2 0

El Tablero 6.16 presenta la solucion del problema, tanto desde el punto de vista del espacio

convexo asociado al problema primal como del espacio convexo correspondiente al problema

dual.

Tablero 6.16

=Usz Va W

Y2 X2 b

ui yr | -3/4 | -5/2 | 1
-vi Xy | -1/4 1 1/2 2
Z 1/4 12 | -2

La grafica 6.9 ilustra el espacio convexo del problema primal, en tanto que la grafica 6.10

muestra el correspondiente al problema dual.

*PRIMAL

P=(2,0)

Max Z=-x1-X2
Z=-2)-(0)
Z=-2
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Grifica 6.9 (PRIMAL)

Espacio convexo
4.0 T
— 3xl +4x2 =5
4x1 + 22 =18
359 )

3.0

2351

151

109

0.5

0.0 = T T : T T T T
0.0 0.5 10 L5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
®l

*DUAL

P=(0,1/4)

Min W =-5u;-8u
W =-5(0)-8(1/4)

W=-2
Grifica 6.10 (DUAL)

0.6 . -
0.5 4
0.4

o 0.3
0.2
0.1 1
0.0 T T T T T

0.0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

ul
A lo largo del capitulo se mostr6 que la dualidad no solo explica la coincidencia de los valores
optimos en los casos regulares, sino que también permite clasificar de manera precisa los
distintos comportamientos anémalos que pueden presentarse en programaciéon lineal:

problemas no acotados, problemas infactibles y situaciones en las que tanto el primal como
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el dual carecen de region factible. Estos casos extremos ponen de manifiesto que la dualidad
actia como un criterio diagndstico del modelo, revelando inconsistencias estructurales

cuando no existe un equilibrio posible entre restricciones y objetivos. 2
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Capitulo VII. Analisis de sensibilidad.

El analisis de sensibilidad en el contexto del método simplex es una herramienta
fundamental que permite evaluar como cambian las soluciones 6ptimas de un problema de
programacion lineal cuando se modifican ciertos parametros, tales como los coeficientes de
la funcion objetivo o de las restricciones.
El método simplex, ademas de proporcionar una solucion 6ptima, ofrece informacion valiosa
sobre la estabilidad de dicha solucion frente a variaciones en los datos del problema.
El andlisis de sensibilidad permite determinar:
e El rango de variacion de los coeficientes de la funcion objetivo sin que se pierda la
optimalidad de la solucion.
e Elimpacto de los cambios en los coeficientes de las restricciones sobre la viabilidad
y la optimalidad.
e La influencia de la modificaciéon de los términos independientes sobre la region

factible y la solucion Optima.

Elementos que se analizan

Coeficientes de la funcion objetivo

El andlisis determina como las variaciones en los coeficientes de la funcion objetivo afectan
la solucion optima. Si dichos coeficientes cambian dentro de ciertos limites, la solucion
Optima permanece inalterada; en caso contrario, puede modificarse.

Coeficientes de las restricciones

Los coeficientes de las restricciones también influyen en la solucion optima. El andlisis de
sensibilidad permite evaluar como pequefias variaciones en estos coeficientes pueden
modificar el conjunto factible.

Términos independientes

Se analiza como los cambios en los términos independientes de las restricciones afectan la
region factible y, en consecuencia, la solucioén 6ptima.

Métodos comunes de analisis de sensibilidad

o Rango de optimalidad: indica cuanto pueden variar los coeficientes de la funcion

objetivo sin alterar la solucidon optima.
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e Rango de viabilidad: establece los limites dentro de los cuales pueden modificarse

los términos independientes sin perder factibilidad.

Interpretacion geométrica 9 4

Por la facilidad de su representacion, el andlisis se ilustra mediante graficas en dos
dimensiones. Desde un punto de vista geométrico, uno de los aspectos principales consiste
en analizar la distancia de las restricciones al origen.
Sea la recta:
Lyi:ajixqtapx, =b; b =0,
se pueden considerar variaciones del término independiente:
LZZ ai1x1+ai2x2 = b,i b,i < bl',
L3: ai1x1+ai2x2 = b”i b”i > bl',
Estas variaciones desplazan la recta de manera paralela, sin modificar su pendiente. En
consecuencia, el cambio en el término independiente no altera la orientacion de la restriccion,
sino unicamente su posicion relativa respecto al origen y, por tanto, la forma de la region
factible. Ver grafica 7.1.
Grifica 7.1

Cambio de la pendiente

En el analisis de sensibilidad en dos dimensiones, el cambio en los coeficientes de las
restricciones produce una modificacion en la pendiente de las rectas que delimitan el espacio

convexo.
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En particular, un cambio en el coeficiente a;; respecto a a;, altera la pendiente de la recta de

Aj1X1TA;pX, = b; 9 5

e Sia';; > a;;, entonces la pendiente de la recta decrece. En este caso, el punto de

la forma:

. ., . b; .
interseccion con el eje x;, dado por —, se acerca al origen, ya que:

aijq
b; b
!
a1 4

e Sida';; < aj, el efecto es contrario, es decir, el punto de interseccion con el eje

x, se aleja del origen:

b; _ b
ap; a’
Ejemplo
Considérense las siguientes rectas:
Ly: 2% + x,=2 = gzl my, = —1
Ly:3%; + x,=2 = §=0.66 m, = —3
L3:ixq + x,=2 = = | my = —1

En este caso, al aumentar el coeficiente de x;, la pendiente de la recta disminuye y el punto
de interseccion con el eje x; se acerca al origen. Por el contrario, al disminuir dicho

coeficiente, la pendiente aumenta y el punto de corte se aleja del origen. Ver grafica 7.2.

GRAFICA 7.2.

s Cambio de pendiente

— L1l:2x1 +x2=2(10)
L2: 3x1 + %2 = 2 (0.66,0)
— L3a:x14+x2=2(2,0)

10+

Q.0
0.0 0.5 L0 15 2.0 2.5
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Cuando cambia el coeficiente a;,, la recta a;1x; + a;,x, = b; experimenta una rotacion
alrededor de su interseccion con el eje x; (si b; se mantiene constante) Ver grafica 7.3.. 9 6

. . a; . . .
e Sia;, aumenta, la pendiente m = a—” se hace menos negativa (disminuye en valor
i2

absoluto), por lo que la recta se vuelve mas horizontal.

: : . . : bi . . ,
e Almismo tiempo, la interseccion con el eje x,, dada por a—l , disminuye, acercandose
i2

al origen.
e Geométricamente, esto implica que la recta gira hacia el eje x;.
Por el contrario:
e Si a;, disminuye, la pendiente se vuelve mas inclinada (més negativa en valor
absoluto), y la interseccion con el eje x, aumenta, alejandose del origen.
e En este caso, la recta gira alejandose del eje x.

Grafica 7.3

— L1: X1 4+ x2=2
L2: X1 + 2x2 =2
— L3:x1 + (2/3}x2 = 2

2

0.0 0.5 10 15 2.0 2.5 3.0
X1

Analisis de sensibilidad en variables no basicas

Rango de insignificancia
En este caso, el rango de insignificancia es el intervalo en el cual el coeficiente de una

variable no bésica puede variar sin que dicha variable se vuelva productiva o entre a la base.
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Caso 7.1. Un ejemplo del analisis de sensibilidad en variables no basicas

Max Z=20x,+10x, 9 7

Sujeto a:

S5x,+4x, < 24

2x, + 5x, <13

X1, X2>0

El espacio convexo se muestra en la grafica 7.4 y el Tablero 7.1 es el optimo.

Grafica 7.4

-——
0 1 2 3 4 \ 6

Tablero 7.1

-Y1 =Xz b

Xy | 1/5 | 4/5 | 24/5

y> | -2/5|17/5| 17/5

Interpretacion del optimo

El 6ptimo se localiza en la interseccion de la restriccion y; con el eje x4, en el punto (4.8,0).
Observando la funcion objetivo, el coeficiente C, no se encuentra en la base, ya que su
contribucion a la funcidon objetivo es menor que la de C;. Por lo tanto, la variable x, es

econdmicamente no productiva.
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Si el valor de C, disminuye, la variable se vuelve atin menos atractiva. Por el contrario, si C,

aumenta, la pendiente de la funcidn objetivo cambia.

La pendiente de la funcion objetivo esta dada por: 9 8
m= G

Por lo tanto:
e Si (, disminuye, la pendiente se vuelve més negativa y la recta gira en sentido de las
manecillas del reloj.
e Si C, aumenta, la pendiente se vuelve menos negativa y la recta gira en sentido
contrario.

Caso critico: multiples soluciones 6ptimas

Si: C,=16, la funcion objetivo:
20x;+10x,
tiene la misma pendiente que la restriccion:
Yi: 5x1+4x, < 24
En este caso, la funcién objetivo es paralela a la restriccion activa, por lo que existen
multiples soluciones optimas.
El conjunto de soluciones 6ptimas corresponde al segmento comprendido entre los puntos:
(4.8,0) y (4,1).

Cambio en la base

Si: €, > 16, el punto 6ptimo se localiza en la interseccion de las restricciones y; y y,, por

lo que la variable x, entra a la base.

Si C,<16, la base 6ptima permanece sin cambios. Por lo tanto, el rango de insignificancia es:
(—o0,16]

Extension del analisis

Para una matriz de mayor dimension, el efecto de modificar el coeficiente de una variable no
basica puede analizarse mediante:
q'+=2"1,—C'v=qx—A, donde:
e (y es el costo reducido original,

e Q') es el nuevo costo reducido,
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e A es el cambio aplicado al coeficiente Cy, es decir, A=C',—C}.

En el ejemplo anterior, para que el punto 6ptimo extremo permanezca como Optimo al

cambiar C, por C’,, se tiene que: 9 9
g2 =6
Por lo tanto, el rango de insignificancia esta dado por:
(—OO,C2+A]’

donde A=6. Asi, el intervalo resulta: (—o0,16]..

Cuando A=6 (es decir, C,=16), se obtiene: q',=q,—A=6—6=0..

En este caso, el costo reducido se anula, lo que indica la presencia de miltiples soluciones
optimas, ya que la variable no basica puede entrar a la base sin mejorar el valor de la funcién
objetivo.

Interpretacion geométrica

El analisis de sensibilidad puede interpretarse geométricamente como un cambio en la
pendiente de la funcion objetivo.
Al modificar C5:
e Larecta de la funcion objetivo rota en el plano.
o Sise vuelve paralela a una restriccion activa, aparecen multiples soluciones dptimas.
o Si sobrepasa este punto, cambia la base dptima.

Nota sobre los Tablerox

Si la funcion de costo cambia a:
Max Z=20x,+16x,, el Tablero a optimizar es el 7.2.
Tablero 7.2

=X1 =X b

yi | 5 4 | 24

v | 2 5 | 13

Z -20 | -16 0

El Tablero 7.3 es 6ptimo y evidencia la existencia de multiples soluciones optimas, lo cual

ocurre cuando al menos una variable no basica tiene costo reducido igual a cero
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Tablero 7.3
-Yi -X2 b

Xi 1/5 | 4/5 | 24/5

ya | 2/5 [ 17/5] 17/5

Z 4 0 96

Por lo tanto, el Tablero 7.4 corresponde a una solucidon 6ptima alterna, lo cual es consistente
con la existencia de variables no bésicas con costo reducido igual a cero.

Tablero 7.4

-Y1 -Y> b

Xy | 25/85| -4/17 | 4

X2 | 2/17 | 5/17 1

Analisis de sensibilidad en variables no basicas.

Rango de insignificancia.

Para variables no basicas, El rango de insignificancia se define como el intervalo en el cual
el coeficiente de una variable no basica puede modificarse sin que dicha variable se vuelva

productiva, es decir, sin que entre a formar parte de la base 6ptima. Ver caso 7.2

Caso 7.2. Analisis de sensibilidad en variables no basicas.

Usando las mismas restricciones del caso 7.1 se observa que el 6ptimo se localiza P= (4.8,0).
Observando la funcion objetivo, el coeficiente C, no se encuentra en la base, ya que su
contribucion es menor que la de C;. Por lo tanto, la variable x, es econdmicamente no
productiva.

Si C, disminuye, la variable se vuelve ain menos atractiva. En este caso, la pendiente de la

funcién objetivo se vuelve mas negativa, lo que provoca un giro en el sentido de las
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manecillas del reloj. Por el contrario, si C, aumenta, la pendiente se vuelve menos negativa,
girando en sentido contrario.
Si C, =16, la funcién objetivo: 1 O 1
20x,+16x,=96
tiene la misma pendiente que la restriccion:
Y1:5x;+4x,<24
En este caso, existen multiples soluciones éptimas, correspondientes al segmento
comprendido entre los puntos:
P; =(4.8,0) y P, =(4,1).
Si C,>16, el punto dptimo se ubica en la interseccion de las restricciones y; y y,, por lo que
la variable x, entra a la base.
Por lo tanto, C, no requiere un cambio de base en el intervalo:
(—0,16].

Extension a mayor dimension

Para una matriz de mayor dimension, el andlisis puede realizarse mediante el costo reducido:
Qx=2Zx—C'y = qx — A,

Donde A= C,k — Ck

En el ejemplo anterior, para que el punto Optimo extremo permanezca como Optimo al

modificar C,, s tiene que:

g2 =6
Por lo tanto, el rango de insignificancia es:
(—,C; +4)
Donde A = 6. Asi, el intervalo resulta:
(=o0,16]

Cuando A=6 (es decir, C, = 16), se cumple que:

q2=q—A=6-6=0
Esto indica la presencia de multiples soluciones Optimas, ya que el consto reducido se anula.
De esta forma si la funcion de costo cambia a Max Z=20x,+16x,, se tiene el Tablero 7.5

Tablero 7.5
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yi | 5 | 4 | 24 102

y> | 2 5 | 13

El Tablero 7.6 es optimo:
Tablero 7.6

-Y1 ] b

X4 1/5 | 4/5 | 24/5

y2 | =2/5 | 17/5| 17/5

4 4 0 96

Siendo el Tablero 7.7 otro Tablero 6ptimo alterno (infinidad de soluciones):

Tablero 7.7

-Y4 -Ys b

Xy | 25/85 | -4/17 +

Xz | 2/17 | 5/17 1

El costo reducido q, = Z; — C, indica el cambio marginal en la funcién objetivo al
introducir una variable no bésica. El término A representa la variacion aplicada al coeficiente

de dicha variable en la funcion objetivo.

Analisis de sensibilidad para variables basicas.
El intervalo en el cual el coeficiente de una variable basica puede variar sin que €sta deje de

ser productiva se denomina rango de optimalidad.
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Caso 7.3. Analisis de sensibilidad para variables basicas. 1 O 3

Usando el mismo ejemplo 7.1, donde el Tablero 7.1 es 6ptimo, se determinara el rango de
optimalidad para x;, es decir, el intervalo en el cual x; puede variar su coeficiente en la
funcion objetivo manteniéndose como variable basica junto con y,.
La variable x; pertenece a la base debido a que su coeficiente en la funcion objetivo es C; =
20, lo que la hace econdmicamente productiva.

e Si C; aumenta, x; se vuelve mas productiva.

e Si (; disminuye, su contribucién a la funcién objetivo se reduce.
Cuando C; = 12.5, la funcion objetivo:

Max Z = 12.5x; + 10x,
tiene la misma pendiente que la restriccion:
V1.5%1 + 4x, < 24

En este caso, la funcién objetivo es paralela a la restriccion activa, por lo que existen
maultiples soluciones optimas.
Para una mayor comprension de lo que se estd comentando se mostraran dos casos:
Caso 1. C4<12.5, donde C; = 12:
Max Z=12x,+10x,
S. A.
5x,+t4x,<24
2x1+5x,<13

X1, XZEO

El Tablero 7.8 representa el caso 1 y el Tablero 7.9 representa el punto 6ptimo del caso 1.

Tablero 7.8
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-Y1 -X2 b

X; | 5 | 4 | 24 1 O 4
y2 | 2 | 5 | 13
z |12 -0 0
Tablero 7.9
i | Y2 | b
X: | 25/85 | -4/17 | 4
X, | -2/17 | 517 | 1
Z | 200/85 | 2/17 | 58

Donde existe un cambio de base y el punto 6ptimo es el punto P= (4,1).

Caso 2. C1=12.5, se espera infinidad de puntos 6ptimos.

El Tablero 7.10 representa el caso 2 y tanto el Tablero 7.11 como el Tablero 7.12. representan

un punto 6ptimo, por lo que el segmento que los une es también dptimo.

Tablero 7.10

Y4 X2 | b
X 5 4 24
¥ 2 5 |13
Z -125 | -10 | ©

Tablero 7.11
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X, | 1/5 | 4/5 | 24/5 105

y» | =2/5 | 17/5 | 17/5

z 2.5 0 60

Tablero 7.12

-Yi -Ys b

Xy | 25/85 | 4/17 | 4

Xo | =2/17 | 5/17 | 1

Z 5/2 0 60

En el caso general se pueden realizar los siguientes calculos. A partir del Tablero 6ptimo 7.1,
se calcula C;+A. El incremento se toma de los coeficientes que tiene la variable basica a
estudiar en el Tablero 6ptimo. Observe el Tablero 7.13

Tablero 7.13

“Y1 | -X2 b

—» X 1/5 4/5 24/5

y2 =215 17/5 17/5

Z | 4+1/5A | 6+4/5A | 96+24/5A

Cada restriccion observada en el vector de costos debe de cumplir que deba ser mayor o igual
a cero. Por lo que las restricciones son las siguientes:

4+1/5A=20 -~ A=-20

6+4/5A=0 A= —7.5

Para que ambas condiciones se cumplan, A>-7.5, por lo que C; =20+(-7.5) =12.5. De esta

forma, el rango de optimalidad es (12.5,00).
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Analisis de sensibilidad para el lado derecho de las restricciones (ldr)

El precio sombra mide el cambio que experimenta la funcion objetivo al incrementar en una

unidad el valor del lado derecho de una restriccion, es decir, al modificar b; por b; + A. 1 O 6
Cuando esto ocurre, la frontera de la restriccion se desplaza de forma paralela, lo que provoca

un aumento o disminucion de la region factible.

El intervalo en el cual puede variar b; sin que la base 6ptima cambie se denomina rango de

factibilidad de la restriccion.

Caso 7.4. Ejemplo del rango de factibilidad
Interpretacion geométrica

En el ejemplo 7.1, considerando la restriccion:
Vqi:5x1 +4x, < 24
puede escribirse como:
vq1:5x; +4x, < by
Donde b, puede variar. Si b; aumenta, la recta se desplaza paralelamente hacia la derecha,
ampliando la region factible.

Rango de factibilidad

Mientras b; < 32.5, el punto 6ptimo permanece en P=(4.8,0), el cual corresponde a:
y1 =0yx; =0.
Por lo tanto, la base éptima no cambia dentro de este intervalo.

Modificacion del problema

Si b, cambia de 24 a 32.5, las restricciones quedan:
S5xq +4x, < 32.5
2x1 + 5x2 <13

Interpretacion del precio sombra

El precio sombra indica cudnto aumenta el valor optimo de la funcién objetivo por cada
unidad adicional en b;, siempre que el cambio se mantenga dentro del rango de factibilidad.
Donde el Tablero 7.14 representa el ejemplo modificado y el Tablero 7.15 representa el

nuevo optimo.
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Tablero 7.14

B Ml 107
Y4 5 4 32.5
Yo 2 5 13

z -20 -10 0

Tablero 7.15

Ys =Xz b

Yy -5/2 | -17/2 0

Xz 1/2 5/2 | 13/2

Z 10 40 130

Del analisis geométrico se concluye que b; se localiza en el intervalo [0, 65/2] donde se
mantiene la misma base. En la grafica 7.5, el segmento de color negro representa la funcion
objetivo observandose que se localiza en el extremo del espacio convexo.

Grafica 7.5

-4

Para determinar el rango de factibilidad de cualquier restriccion i, se debe garantizar que la

nueva solucion 6ptima, al modificar b; por b; + A, contintie siendo un punto extremo factible.
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En el Tablero 6ptimo del ejemplo, el precio sombra de la restriccion y; es igual a 4. Esto
significa que, por cada unidad que se incremente b,, el valor de la funcion objetivo aumenta
en 4 unidades, siempre que dicho cambio se mantenga dentro del rango de factibilidad.
Al modificar b; por b; + A, la funcion objetivo se ajusta en la misma proporcion que el precio
sombra. Es decir, el incremento en el valor ptimo es:

Z' =7 + (precio sombra) - A
Tomando como referencia el Tablero dptimo 6.1, se obtiene el siguiente incremento, como
se muestra en el Tablero 7.16.

Tablero 7.16

-Y4 -X2 b

X1 1/5 | 4/5 | 24/5+1/5A

Y, | -2/5| 17/5 | 17/5-2/5A

Z 4 6 96+4A

Para que el nuevo punto extremo sea factible se necesita cumplir:

24/5+1/5A>0 - A=>-24

17/5-2/5A A<8.5

Por lo que b, puede tener el rango de factibilidad de [0,32.5].

Cuando b; =0, (A=-24) se obtiene el Tablero 6.18, P=(0,0).
Tablero 7.17

Y1 -Xz b
X4 1/5 4/5 0
Ys -2/5 | 17/5 13
Z 4 6 0

Cuando b; = 32.5, (A= 8.5) se obtiene el Tablero 7.18, siendo el punto 6ptimo P= (6.5,0),
obteniéndose una degeneracion. Una base alterna se obtiene sacando de la base a y, e

ingresando a la base a x,.
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Tablero 7.18

-Ys -Xz b
X1 1/5 | 4/5 6.5
Y, | -2/5| 17/5 0
Z 4 6 130

A lo largo del capitulo se mostr6 que el Tablero optimo contiene informacion suficiente para
analizar el impacto de modificaciones en los coeficientes del modelo, sin necesidad de
resolver nuevamente el problema desde cero. En particular, los costos reducidos permiten
determinar el rango de variacion de los coeficientes de la funcion objetivo, mientras que los
precios sombra y los rangos de factibilidad describen cémo los cambios en los términos
independientes afectan la region factible y el valor 6ptimo.

Finalmente, este capitulo destaca que el analisis de sensibilidad transforma al método simplex
en una herramienta de apoyo a la toma de decisiones, permitiendo identificar qué
parametros son criticos y cudles pueden modificarse sin alterar la solucion Optima. Este
enfoque no solo amplia el valor practico de la programacion lineal, sino que prepara el terreno
para el estudio de modelos mas complejos, como la programacién entera, donde las

decisiones discretas y las variaciones de pardmetros juegan un papel alin mas relevante.
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Capitulo VIII Programacion entera (WOLSEY, 1998).

En la programacion lineal se utiliza un modelo matemaético para describir un problema de
interés. El término “lineal” indica que todas las funciones del modelo deben ser funciones
lineales, mientras que la palabra “programacion” no se refiere a la programacion de
computadoras, sino que es sinébnimo de “planeacion”.

Por lo tanto, la programacion lineal consiste en planificar actividades con el objetivo de
obtener un resultado o6ptimo, es decir, aquel que cumple de la mejor manera posible con
ciertos criterios, como minimizar costos o maximizar beneficios, entre todas las alternativas
factibles.

Un problema de programacion lineal supone el uso de variables continuas; sin embargo, en
muchos problemas reales, las variables de decision sélo tienen sentido si toman valores
enteros. Un ejemplo de ello es la asignacion de maquinas o vehiculos a determinadas
actividades.

En la practica, un procedimiento incorrecto consiste en resolver un problema entero mediante
el método simplex ignorando la restriccion de integridad y, posteriormente, redondear la
solucion obtenida. Este enfoque puede conducir a dos situaciones:

a) El valor entero obtenido es factible.
b) El valor entero obtenido no es factible.

En el caso (a), no se tiene certeza de que la solucion sea optima. En el caso (b), es necesario
ajustar los valores para cumplir las restricciones, pero sigue existiendo la duda sobre la
optimalidad. Por ello, es fundamental contar con métodos adecuados para resolver problemas
de programacion lineal entera.

Aunque podria pensarse que los problemas enteros son mas féciles de resolver debido a que
el nimero de soluciones factibles es finito, en la practica este nimero puede ser
extremadamente grande. Por ejemplo, en un problema binario con nnn variables, el nimero
maximo de soluciones posibles es 2", lo que genera una alta complejidad computacional.
Como ilustracion, si se dispone de una computadora capaz de realizar 1012 operaciones por
segundo, un problema con 100 variables podria requerir hasta 1.26773° operaciones, lo que
implicaria un tiempo de resolucion del orden de millones de siglos, volviéndolo

practicamente intratable.

110

110



Por esta razon, es necesario desarrollar estrategias que permitan descartar soluciones no
prometedoras sin evaluarlas explicitamente. Con este objetivo se han propuesto diversos
algoritmos; sin embargo, ninguno alcanza la eficiencia del método simplex en problemas
continuos.

Muchos de estos algoritmos operan sobre regiones infactibles o presentan convergencia lenta,

lo que dificulta la obtencion del 6ptimo en un ntimero razonable de iteraciones.

Método de ramificacion y acotamiento

El método de ramificacion y acotamiento no resuelve directamente el problema entero. En
su lugar, considera una relajacion continua del problema original, eliminando temporalmente
la restriccion de integridad.

De esta manera, el conjunto de soluciones enteras es un subconjunto del conjunto de
soluciones continuas. La principal ventaja de este enfoque es que el espacio continuo es
convexo, lo cual facilita su analisis.

Hasta la fecha, no existe un método directo eficiente para resolver problemas de
programacion entera. Por ello, se aprovechan los avances en programacion lineal continua y
se aplican técnicas adicionales.

Si la solucion del problema relajado es entera, entonces también es Optima para el problema
original. En caso contrario, se aplica el método de ramificacion y acotamiento, el cual consta
de dos procesos principales:

a) Ramificacion

Consiste en dividir el espacio de soluciones en subespacios (subproblemas o nodos). El
objetivo es eliminar regiones que no contienen soluciones enteras factibles o descartar
soluciones no Optimas.

b) Acotamiento

Para un problema de maximizacién, cada subproblema genera una cota superior del valor de
la funcidn objetivo. Estas cotas permiten comparar soluciones y descartar subproblemas que
no pueden mejorar la solucién actual.

Cada subproblema se resuelve como un problema continuo. Si la solucion obtenida es entera,

no es necesario seguir ramificando. En caso contrario, se generan nuevas particiones.

111

111



Una solucion entera es Optima si su valor es mayor o igual que las cotas superiores de todos
los subproblemas restantes.
Si el proceso de ramificacion y acotamiento se implementa eficientemente, es posible 1 1 2

descartar grandes porciones del espacio de busqueda sin evaluarlas explicitamente.

Algoritmo de Land y Doig

El primer algoritmo de ramificacion y acotamiento fue desarrollado en 1960 por Land y Doig
como una aplicacion al problema de programacion entera mixta.
El problema entero puede expresarse como:
Max Z= f(x)
sujeto a:
x € T (restricciones lineales)
x € S (restricciones de integridad)
donde:
e T es el conjunto de soluciones factibles del problema continuo,
e S C T esel conjunto de soluciones factibles enteras.
Se denota por W el valor de la funcion objetivo al resolver el problema sobre el conjunto
continuo T.

Idea general del algoritmo

El algoritmo comienza resolviendo la relajacion lineal del problema (ignorando la
restriccion de integridad). El valor 6ptimo obtenido proporciona una cota superior para el
problema entero.

Si la solucion Optima no es entera, se procede a realizar una ramificacion.

Proceso de ramificacion

Se selecciona una variable x;, que tenga valor fraccional en la solucion 6ptima del problema
continuo.

Sea:

=
=
Il
kil
T

Donde x}, no es entero.

Se define:
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1% ] y [xk]

Entonces, se generan dos subproblemas:
X <[ Xk | 1 1 3
X 2[ %k |

Cada uno de estos subproblemas define un nuevo subconjunto del espacio factible.

Interpretacion de las cotas

La funcion objetivo W, al evaluarse sobre estos subproblemas, proporciona cotas superiores
para cada subconjunto.

e  W(| xi |) actia como cota superior para los valores enteros menores o iguales.

e W([x)]) actia como cota superior para los valores enteros mayores o iguales.
Esto justifica dividir el problema en dos ramas.

Representacion mediante arbol

El proceso de ramificacion puede representarse mediante un arbol binario:
o Cada nodo representa un problema de programacion lineal.
e Cada rama representa una restriccion adicional.
El nodo raiz corresponde al problema original relajado.
En cada iteracion, se selecciona el nodo activo con mayor cota superior, ya que es el més
prometedor.

Estrategia de seleccion

Si la solucion de un nodo:

o Esentera — se obtiene una solucion factible del problema entero.

e No es entera — se vuelve a ramificar.
Cuando existen varias variables fraccionales, se selecciona aquella con mayor parte
fraccional.

Acotamiento

Si se encuentra una solucion entera con valor Z*, este valor se utiliza como cota inferior.
Entonces:
o Siun nodo tiene cota superior menor o igual que Z*, se elimina.

e Esto reduce significativamente el nimero de subproblemas a analizar.
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Descripcion del algoritmo

1. Inicializacion
Resolver la relajacion lineal del problema.
e Sila solucion es entera — es Optima y se termina.
e En otro caso, establecer la cota inferior:
Z=—00
2. Seleccion del nodo
Elegir el nodo activo con mayor cota superior (mas prometedor).

3. Ramificacion

Seleccionar una variable entera con mayor valor fraccional y generar dos subproblemas.

4. Resolucion
Resolver cada subproblema como problema de programacion lineal.
Sea W; el valor 6ptimo lineal del nodo.
5. Eliminacion por infactibilidad
Siun nodo es infactible, se descarta.
6. Actualizacion de cotas
Para cada nodo resuelto:
e Caso 1: Solucion entera
Si la solucion del nodo es entera, entonces:
» Se obtiene un candidato a solucion optima Z; =
e Se compara con la cota inferior actual:
SiZ;>Z=>7Z=1,
Si Z; < Z, el nodo se descarta
e (Caso 2: Solucion no entera
Si la solucion no es entera:
e Elnodo permanece activo
 Su valor W; actiia como cota superior
7. Poda por acotamiento
Para cada nodo activo no entero:

Si W; < Z=el nodo se elimina, de lo contrario se mantiene activo.
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8. Terminacion

Si no quedan nodos activos:
e SiZ=— — no existe solucion factible 1 1 5
e SiZ>—wZ — lasolucion asociada a Z es Optima

El algoritmo mantiene una cota inferior asociada a la mejor solucion entera encontrada (Z)

y utiliza las cotas superiores de los nodos (W]) para descartar aquellos que no pueden mejorar
dicha solucion, reduciendo asi el espacio de buisqueda.
CASO 1.
Se considera el siguiente problema:
Max. Z=4x,+5x,
S. AL 2x1+x,<8
Xo<5

X1, X,>0 y entero

Iniciamos con Z=-o0. En la grafica 8.1 se muestra el espacio convexo, en el Tablero 8.1 se
muestra el problema original y en el Tablero 8.2 se muestra el punto 6ptimo.

Grafica 8.1
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Tablero 8.1

il il 116
yr | 2 |1 8
y2 | 0 | 1 5
Z | 4 -5

Tablero 8.2

i | -y2 | b

x| 1/2 | -1/2 | 3/2

X2 0 1 5

Siendo x,=3/2, x,=5y W=31
Como dicha solucion no verifica las condiciones de integridad se elige la variable x; que no
es entera y a partir de ella se generan dos restricciones x;<1 y x,>2, que afiadidas cada una

de ellas al problema original dan lugar a dos nuevos subproblemas que serian los siguientes:

Max. Z=4x,+5x, Max. Z=4x,+5x,
S. A, 2x1+x,<8 S. A, 2x1+x,<8
x,<5 X555
x1<1 X1>2

X1, X,>0 y entero X1, X,=>0 y entero

El espacio convexo de cada uno de los problemas se observa en la grafica 7.2 y los resultados

para cada ramificacion fueron:
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x1=1, x2=5, 7=29 x1:2, x2=4, /=28

Grafica 7.2 1 1 7

Xi=1 Xi1=2

T T =
\ Optimo entero
& = =

o 2 A

Como se observa en el arbol binario de la grafica 8.3, los nodos 2 y 3 corresponden a
soluciones enteras. Al comparar sus valores con la cota inferior vigente, se toma el mayor de
ellos, por lo que la cota inferior se actualiza a Z=29, valor que representa el 6ptimo entero.

Grafica 8.3

w, =31
X1=3/2. Xa=5
Xi=1

Z5—29 Zy =128
Xi=1, Xo=4 X1=2, X>=4

CASO 2.

Max. Z=8x,+10x,

S.A. 4x;+6x,<24
8x1+3x,<24
X1, X220

X1, Xy EZ

Iniciamos con Z=-c. El espacio convexo se muestra en la grafica 8.3
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QGrafica 8.3

5]

\

Siendo el Tablero 8.3 optimo lineal

Tablero 8.3
-Y2 Y1 b
X; | -011 | 022 | 266
X | 016 | -0.08 2
Z | 022 | 155 | 4266

Siendo x, un valor no entero, se procede a ramificar.

Max. Z=8x,+10x,
S. A, 4x;+6x,<24
8x,1+3x,<24
x,<2

X1, x>0y entero

Max. Z:8x1+ 1 OxZ

S.A.

4X1 +6x2 <24
8x,1+3x,<24
X,>3

X1, x>0y entero

En el Tablero 8.4 y la grafica 8.4 se muestra el 6ptimo con la restriccion adiciona x,<2
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QGrafica 8.4
\

ol
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Tablero 8.4

yi | -05 | -45 | 30

Xi | 012 | -037 | 2.25

X2 | 00 1 2.0

En el Tablero 8.5 y la gréfica 8.5 muestra el 0ptimo con la restriccion adiciona x,>3.

QGrafica 8.5
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Tablero 8.5

il 120

X4 1.5 0.25 1.5

Y -9 -2 3.0

Xz -1 0 3.0

El arbol binario se muestra en la grafica 8.6.

Grafica 8.6
W;-42
X </ \2 =3
W, =38 W, =42.6

Ninguna de las ramificaciones produce una solucion entera, ya que en el nodo 2 se obtiene
x,=2.25 y en el nodo 3 se obtiene x;=1.5, ambos valores fraccionales. Por lo tanto, la cota
inferior Z permanece sin cambios.

Al comparar los valores de las funciones objetivo de ambos nodos, se observa que W3>W,,
por lo que el nodo 3 se considera més prometedor y se selecciona para continuar con el

proceso de ramificacion.

Max. Z=8X;+10X; Max. Z=8X;+10X;
S A, 4X+6X,=24 S.A. 4X+6X,<24
8X+3X,<24 8X +3X;<24
Xp23 X3
X<l X=2
X, X,=20 y entero X3, X520 y entero
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Parax; <1 se observa el Tablero optimo 8.6 donde se observa que x,=1, x,=3.33 y W,=41.33

Tablero 8.6 1 2 1

8.8
1.6680008

Al imponer la restriccion x,>2 y resolver el problema correspondiente, se obtiene el Tablero
8.7, en el cual se identifica que la region factible es vacia, es decir, el problema resulta

infactible.

Tablero 8.7

En la grafica 8.7 se muestra el arbol binario (el nimero de nodo se da con respecto al orden

de aparicion).

Grafica 8.7
Wy_42
. e Xy = 3

~

W, = 42.6
S %,
x <1 /-/ Mo Xy 22
I3
W, =41.3 Infactible
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Hasta este momento no se tiene ningun nodo con todas las variables enteras, por lo que Z
mantiene el mismo valor y W4>W, siendo el sufijo el nimero de nodo. Por lo que se realiza
una ramificacion en el nodo 4 con x,<3 y x,>4. 1 2 2
El Tablero 8.8 muestra las restricciones x,>3, x;<1, x,<3. Siendo el Tablero 8.9 el 6ptimo

entero. Su representacion se localiza en el nodo 6 de la grafica 8.8.

Tablero 8.8

El Tablero 8.10 muestra las restricciones X»>3, X1<1, X>>4. Como resultado de la busqueda
del optimo se tiene el Tablero 8.11, siendo éste infactible. Su representacion se localiza en el

nodo 7 de la grafica 8.8.

Tablero 8.10

| S 00 e

1.6600001
A.16 1.8

1
4
1
1
1
a
a
a
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QGrafica 8.8

Infactible

@ Infactible

Al obtener en el nodo 6 la primera solucion entera, se actualiza la cota inferior a Z=38. El

unico nodo pendiente de exploracion es el nodo 2; sin embargo, dado que su cota superior
cumple W,=Z, no es posible obtener una solucion mejor a partir de €l. Por lo tanto, se descarta

y se concluye que el nodo 6 proporciona la solucidon dptima entera.

En este capitulo se abord6 la programacion entera como una extension natural de la
programacion lineal, motivada por la necesidad de modelar problemas reales en los que las
variables de decision deben tomar valores discretos. A diferencia de los modelos continuos,
la restriccion de integridad rompe la convexidad del espacio factible y elimina muchas de las
propiedades estructurales que garantizan la eficiencia del método simplex.

El método de Ramificacion y Acotamiento se presentd como una estrategia sistematica
para enfrentar esta complejidad, utilizando la programacién lineal continua —y en particular
el método simplex— como subrutina fundamental. A través de la exploracion controlada del
espacio de soluciones y del uso de cotas, este método permite descartar regiones que no

contienen soluciones enteras Optimas sin necesidad de examinarlas exhaustivamente.
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Finalmente, la programacion entera evidencia los limites de los métodos continuos y subraya

la importancia de combinar enfoques algebraicos, geométricos y algoritmicos para la

resolucion de problemas de optimizacion mas realistas. Con ello, el capitulo cierra el 1 24

recorrido iniciado desde el algebra lineal y el intercambio de Jordan, mostrando como estos

fundamentos se proyectan hacia modelos mas complejos y cercanos a las aplicaciones reales.
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Conclusion

El uso del Tablero de Tucker en programacion lineal ofrece varias ventajas importantes que

justifican su adopcién en la resolucion de problemas de optimizacion. Aqui se destacan

algunas de las razones mas importantes:

1.

Eficiencia en el Manejo de Restricciones y Variables: El Tablero de Tucker
proporciona una forma sistematica y estructurada de manejar tanto las restricciones
como las variables. Esto facilita la organizacion de la informacién y la ejecucion de
los pasos necesarios para llegar a la solucion Optima.

Simplificacion del Proceso de Calculo: Este método permite una simplificacion en
el proceso de célculo, ya que reduce la complejidad de las operaciones aritméticas
involucradas. Esto es especialmente ttil cuando se trabaja con problemas de gran
escala.

Claridad en la Interpretaciéon de Resultados: El Tablero de Tucker facilita la
interpretacion de los resultados al presentar la informacion de manera clara y
ordenada. Esto es crucial para la toma de decisiones y para la comprension de como
se llego a la solucion Optima.

Versatilidad y Adaptabilidad: Este enfoque es versatil y puede adaptarse a una
amplia variedad de problemas de programacion lineal, desde los mas simples hasta
los mas complejos. Su flexibilidad permite que sea utilizado en diversos contextos y
aplicaciones.

Base para Otros Métodos: El Tablero de Tucker sirve como base para otros métodos
y algoritmos en programacion lineal, como el método de las dos fases y el método
simplex revisado. Esto lo convierte en una herramienta fundamental para quienes

deseen profundizar en el estudio y aplicacion de técnicas de optimizacion.

El Tablero de Tucker es realmente una version resumida del Tablero Estandar que tiene la

ventaja de utilizar en su definicion el concepto de variables dependientes e independientes

que facilitan la comprension del Método Simplex.

En conclusidn, el Tablero de Tucker es una herramienta valiosa en programacion lineal por

su capacidad de simplificar el proceso de resolucion de problemas, su eficiencia en el manejo

de restricciones y variables, y su facilidad de interpretacion de resultados. Su uso puede
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mejorar significativamente la efectividad y la precision en la busqueda de soluciones optimas

en una amplia variedad de aplicaciones.

Resumiendo, el Tablero de Tucker permite observar con gran facilidad los siguientes casos:

Los valores de costos son positivos y negativo

algiin elemento de la dltima columna.

FEl Tablero indica:

n En su fase primal el origen no es parte del espacio
convexo. Por lo que se debe usar la fase I en la parte

primal o fase II de la parte dual.

Algun valor de costos es negativo y positivos todos

los elementos de la iltima columna.

FEl Tablero indica:

En su fase primal el origen es parte del espacio
convexo. Se debe usar la fase II primal o fase I dual

para localizar el 6ptimo.

Tanto algin elemento de costos y algin elemento

de la ultima columna tienen valor negativo.

En su fase primal o fase dual el origen no es parte del
espacio convexo.
El Tablero indica que se necesita aplicar la fase I, ésta

puede ser en el primal o en el dual.
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Existe al menos un cero en la hilera de costos.
Ademas, es positivo en sus otros elementos, y es
positiva la altima columna.

Este Tablero muestra que ya se esta en el punto
optimo indicando paralelismo con una restriccion,

por lo que tiene oo soluciones.

Existe al menos un cero en la ultima columna y es
positiva la hilera de costos.
Este Tablero muestra que ya se esta en el punto

optimo, pero es degenerado.
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Apéndice A. Eliminacion gaussiana e intercambio de Jordan
(calculo detallado)

129

Caso A.1: Inversa de una matriz 3x3.

2 1 3
-1 2 4]
0 1 3

Paso 1: Para obtener un pivote de 1 en la posicion (1,1) sin introducir fracciones, sumamos

A=

el Renglon 2 al Rengléon 1 (R « Ry + Ry):

2 1 3 1 0 0
12 4 0 1 0
R, «R,+R, 1 3 7 1 1 0

Paso 2: Con ¢l nuevo pivote, eliminamos ¢l valor en la posicion (2,1) sumando el nuevo

Renglon 1 al Rengléon 2 (R, < R, + Ry):

-1 2 4 0 1 0
1 3 7 1 1 0
R, « Ry + R, 0 5 11 1 2 0

Paso 3: Para convertir el 5 de la posicion (2,2) en un 1 (nuevo pivote) evitando fracciones,

restamos estratégicamente cuatro veces el Renglon 3 al Rengléon 2 (R, < R, — 4R53):

0 5 11 1 2 0
0 4 12 0 0 4
R, « R, — 4R, 0 1 -1 1 2 4

Paso 4: Eliminamos el valor debajo del segundo pivote restando el Renglon 2 al Renglon 3

(R3 < R3 —R3):

0 1 3 0 0 1
0 -1 1 -1 2 4
Ry<R;—R, 0 0 4 -1 2 5

Paso 5: Normalizamos el tercer pivote multiplicando el Renglén 3 por 1/ 4 (R3 « 1/ 4 R3):
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(1/4)0  (1/4)0 (/494  (1/4)-1 (142  (1/4)5
Ry < 1/, R 0 0 1 -1/4 -1/2 5/4 1 3 O

Paso 6: Comenzamos la eliminacion hacia arriba. Sumamos el Renglon 3 al Renglon 2

(R, « R, + R3):

0 1 1 1 2 4
0 0 1 -1/4 12 5/4
R, « R, + Rs 0 1 0 3/4 32 -11/4

Paso 7: Eliminamos el valor en la posicion (1,2) restando tres veces el Renglon 2 al Renglon

1 (Rl — Rl - 3R2):

1 3 7 1 1 0
0 3 0 -9/4 92 33/4
R, « R, — 3R, 1 0 7 -5/4 712 33/4

Paso
8: Finalmente, eliminamos el valor en la posicion (1,3) restando siete veces el Renglon 3 al

Renglon 1 (Ry « Ry — 7R3):

1 0 7 -5/4 =172 33/4
0 0 -7 7/4 7/2 -35/4
R, < R, —7R; 1 0 0 1/2 0 -1/2
Lo, L
2 2
mi-lo1o 2 3L
0 0 1 |_1 _1 E
4 2 4

Realizamos el producto de matrices para validar el resultado, calculando cada entrada a;;:
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_10 1_
213%3 121100
AA ' =|-1 2 4| = - —=1=10 1 0
o 1 3% 2 40 o 0 1

1 1 5

4 2 12

an=2(1/2)+13/4)+3(-1/4)=1
ain=2(0)+1(3/2)+3(-1/2)=0
a;3=2(-1/2) + 1 (-11/4) + 3 (5/4) =0
ay =-1(1/2)+2(3/4)+ 4 (-1/4)=0
an=-1(0)+2(3/2)+4(-12)=1

ay; =-1(-1/2) + 2 (-11/4) + 4 (5/4) =0
a31=0(1/2)+ 1 (3/4) +3 (-1/4)=0
a2 =0(0)+1(3/2)+3(-1/2)=0
a33=0 (-1/2) + 1 (-11/4) + 3 (5/4) =1
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Apéndice B. Cambio de base.

Caso B.1: Inversa de una matriz 3x3 con intercambio de Jordan.

A=

Pivote: a4

2 1 3
-1 2 4
0 1 3

132

Los incisos de los calculos corresponden a cada inciso del algoritmo del intercambio de

Jordan.
1) a1=1/(2)=12
2) a,=(1)/(2)=1/2
a3 =(3)/(2)=3/2
3) a;=-(-1)/(2)=1/2
as; =-(0)/(2)=0

1/2
1/2
0
Segundo pivote: a,,
1) a,,=1/(5/2)=2/5
2) a,;=(1/2)/(5/2)=1/5
ays = (11/2)/(5/2) = 11/5
3) a,=-(1/2)/(5/2) =-1/5
asz, =-(1)/(5/2) =-2/5
2/5
1/5
-1/5

Tercer pivote: ass
1) az3=1/(4/5)=5/4
2) az=(-1/5)/(4/5)=-1/4
asz,= (-2/5)/(4/5) =-1/2
3) a;3=-(2/5)/(4/5)=-1/2
ax3 =-(11/5)/(4/5) =-11/4

4) ay,=2-(-1¥1)/(2) = 5/2
asy = 1-(0%1)/(2) = 1
a3 = 4-(-1%3)/(2) = 11/2
as3=3-(0%3)/(2) =3

1/2  3/2
5/2 11/2
1 3
4) ay,= 1/2-(12%1/2)/(5/2) = 2/5
as1= 0-(1*1/2)/(5/2) = -1/5
g3 = 3/2-(1/2%11/2)/(5/2) = 2/5
ass=3-(1*11/2)/(5/2) = 4/5
~1/5 2/5
2/5 11/5
—2/5 @[5

4) ay;=2/5-(2/5%-1/5)((4/5) = 1/2
Az = 1/5-(11/5%-1/5)/(4/5) = 3/4
ayz = -1/5-(2/5%-2/5)/(4/5) = 0
ag= 2/5-(11/5%-2/5)/(4/5) = 3/2
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1/2

Al =|3/4

-1/4

Comprobacion

1

2 1 3 %

A-At=|-1 2 4 2
0 1 3 1
4

a;1=(2)(172) + (1)(3/4) + (3)(-1/4) =1
ai,=(2)(0) + (1)(3/2) + 3)(-1/2) =0
a;3=(2)(-172) + (1)(-11/4) + (3)(5/4) =0
a1=(-1)(1/2) + (2)(3/4) + (4)(-1/4)=0
az, =(-1)(0) + (2)(3/2) + (4)(-1/2) =1

Caso B.2

~1/2  5/4

0 —1/2
3/2 —11/4

133

azz = (-1)(-12) + 2)(-11/4) + (4)(5/4) =0
az1=(0)(1/2) + (1)(3/4) + (3)(-1/4)=0
asz,=(0)(0) +(1)(3/2) + (3)(-1/2) =0
az3=(0)(-1/2) + (1)(-11/4) + 3)(5/4) =1

Y1 =2X1 tXx2=2

Vo =X1+2X2=2

Y3 =-x1+tx2=3

De esta forma, el sistema tiene 5 variables:

(X1, X2, Y1, Y2, Y3)

y 3 ecuaciones.

El nimero de soluciones bdasicas posibles estd dado por:

5!

M=) =g 10

Tabla inicial |A|I|
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X1 X2
Y1 2 |
y2 1 2
Y3 -1 1
Cambio de base y; < x;
¥i X2
X1 1 1/2
y2 0 -3/2
bE 0 3/2

Pi(1,0)

Cambio de base y; < x,

X1 Y1
X2 2 1
Y2 3 0
VE: -3 0

La siguiente interseccion es:

Cambio de base y, < x,

¥z X2
Vi 0 3
X 1 2
V3 0 3

La siguiente interseccion es:

L. T 5 T S T -

b

2
2
3
b
1
-1
4
b
2
-4
1
P>(0,2)
¥i
-1
0
0
P3(2,0)

Y1

X1

1/2
1/2
1/2

I 0

0 1
y: ¥y3
0 0
-1 0
0 1

Nz V3

0 0

1 -2

0 1
X1 Y3
2 0
1 0
1 1

134



Cambio de base y, < x,

X y2
Y1 3 0
X2 1/2 |
¥3 -3/2 0

Punto de interseccion:

Cambio de base y; < x,

¥3 X2
Yi 0 3
y2 0 3
X| 1 -1

Punto de interseccion:

Cambio de base y; <« x,

X1 ¥
V1 3 0
V2 -3 0
X2 -1 1

Punto de interseccion:

Interseccidn entre rectas.

b ¥i
-1 1
1 0
2 0
P,(0,1)
b ¥1
8 1
5 0
-3 0
Ps(-3,0)
b Vi1
-1 1
-2 -2
- 0
Ps (0, 3)

1/2
-1/2
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Se mostraran las dos tablas equivalentes en cada una de las intersecciones de las rectas.

Interseccion entre recta uno y recta dos.

Primer Tablero equivalente.

X1

X2

Y3

Punto de interseccion:

Y1
1
0

0

Segundo Tablero equivalente.

X2
X1

hE]

Punto de interseccion:

Y2
0
1
0

Interseccion entre la recta uno y la recta tres.

Primer Tablero equivalente

X1

Punto de interseccion:

Y1
1

Y2 b X1
0 2/3 2/3
1 2/3 -1/3
0 3 1
P(Interseccion); (2/3,2/3)
yi b X2 X1
1 2/3 -1/3 2/3
0 2/3 2/3 -1/3
0 -3 -1 1
P(Interseccion); ( 2/3,2/3)
VE b X1
0 -1/3 1/3
0 2 1
1 8/3 1/3

P(Interseccion)z (-1/3 , 8/3)
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Y3
0
0
1
hE
0
0
-1
X2
-1/3
1
2/3
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Segundo Tablero equivalente

Y3 Y1 b X2 ¥2 X1 1 3 7

X2 0 1 8/3 1/3 0 2/3
¥ 0 0 -3 . 1 -1
X1 1 0 178 1/3 0 -1/3

Punto de interseccion:

P(Interseccion),=(-1/3 , 8/3)

Interseccion de la recta dos con la recta tres

Primer Tablero equivalente

y2 £ b i X1 X2
v 0 0 -3 -1 1 -1
X 1 0 -4/3 0 1/3 -2/3
X2 0 1 5/3 0 1/3 /3

Punto de interseccion:

P(Interseccion)sz ( -4/3, 5/3)

Segundo Tablero equivalente.

V£ Y2 b ¥ X2 X1
vi 0 0 3 1 -1 1
X2 0 1 5/3 0 1/3 1/3
X1 1 0 -4/3 0 1/3 -2/3

Punto de interseccion:

P(Interseccion)s = (-4/3, 5/3)
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Grafica B.1. Los 10 cambios de base del caso B.2

N 7

NE— | 138

Sl \\ Interseccion,,

tn

138



Apéndice c. Tableros extendidos del método simplex

Caso C.1. Multiples soluciones con tres dimensiones 1 3 9
Max Z= X1 + Xy +2.X3

S.A. 2x;+2x,t4x3<2

2x,+x3<3
3x1- X, <2
x3<I

X1, X2, x320

TABLERO C.1

-X X2 | X3 | b | A(-X3)

yi| 2 | 2 | 4] 2] 05

2| 0| 2 | 1]3] 3

ys| 3 | -1 |o| 2] *

yal 0 0 | 1] 1] 1

Z | -1 -1 -2 10 *

Dado que se trata de un problema en un espacio tridimensional que presenta 6ptimos alternos,
la funcion objetivo alcanza su maximo valor en tres vértices adyacentes que comparten el
mismo hiperplano. En consecuencia, cualquier punto contenido dentro de la cara triangular
que conecta a estos tres vértices (es decir, cualquier combinacion convexa de ellos)
constituye también una solucion 6ptima

Primera iteracion

Del Tablero C.1:

Sale de la base y;

Entra a la base x3

Obteniéndose el Tablero .20.
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TABLERO C.2

Resultado:

Segunda iteracion:

Se tienen dos elementos con valor de cero en la fila de costos. Se toma como pivote la

segunda columna. Amin,
Sale de la base x5

Entra a la base x,

Resultado:

X[ Xe | <Y1 | b AXg) | A(-xQ)
X5 12 1/2 | 174 [1/2] 1 1
y, | -1/2| 3/2 | -1/4|5/2| * 5/3
y; | 3 -1 0|2 273 *
ya | =172 =172 | -1/4 | %2 * *
Z| 0 0 | 1/2] 1 * *
f
P,=(0,0,1), z=1.

TABLERO C.3
Xy | X3 | <Y1 | b A(-xq)
X5 1 2 12 | 1 1
ol 2| 3 | a4 1] +
Y3 4 2 12 | 3 Ya
ve| o | 1 o 1] +
Z 0 0 172 | 1 *

P, = (0,1,0), Z=1
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Tercera iteracion

Sale de la base y3

Entra a la base x;

Se obtiene el Tablero C.4.

TABLERO C.4
B E X3 Y1 b
X | -1/4 | 3/2 3/8 | W
y> | 1/2 -2 -3/4 1 5/2
X 1/4 1/2 1/8 | 3%
Y4 0 1 0 T
Z 0 0 1/2 1
Resultado:

P3=(3/4,1/4,0), z=1.

Dado que el problema se desarrolla en tres dimensiones, la infinidad de soluciones recae
sobre una faceta triangular del poliedro de restricciones. Esta region exacta queda delimitada
por los siguientes tres puntos extremos identificados:

P;=(0,0,1), P,=(0,1,0), P3=(3/4,1/4,0)
Estos puntos definen una region plana dentro del espacio factible en la cual todos los puntos
producen el mismo valor de la funcién objetivo. En consecuencia, cualquier combinacion
convexa de estos vértices también constituye una solucion optima.
Matematicamente, esto significa que cualquier punto 6ptimo X dentro de esta region puede
expresarse mediante la ecuacion:

X =V +a,V, + a3V;

donde los coeficientes a4, a;, a3 = 0 representan las proporciones o pesos asignados a cada
vértice, sujetos a la estricta condicion de que su suma debe ser exactamente igual a uno (a; +

a, + az = 1)
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Desde la perspectiva de la toma de decisiones, la identificacion de esta faceta Optima
representa una ventaja analitica significativa. Al disponer de una infinidad de alternativas
operativas que garantizan exactamente el mismo rendimiento maximo, el analista obtiene 1 4 2
una flexibilidad invaluable. Esto permite seleccionar, de entre todas las soluciones contenidas
en dicho triangulo, aquella que mejor satisfaga criterios secundarios o requerimientos no

cuantificados originalmente en el modelo matematico

Caso C.2. El origen no pertenece a la region factible abierta
Max Z=-4x,-5x,
S.A. -x1-%x, <1
- X1 2%, <-1
“Axqy -2x5 < -8

X1 —Xy <3

X1 Xy <-1

X1, X >0
En este caso, dado que los coeficientes de la funcién objetivo son negativos, cualquier
incremento en las variables disminuira el valor total. Por lo tanto, para que se optimice la
funcion, se espera localizar el vértice de la region factible (interseccion de las restricciones)
cuyas coordenadas asuman los valores més pequefios posibles, idealmente los mas cercanos
al origen.
En el Tablero C.5 se observa que existe un b;<0, por lo que es necesario aplicar la Fase I.
En el Tablero C.6 se introduce la variable no basica p y la funcion objetivo auxiliar Z’.
Haciendo el pivoteo adecuado se tiene como resultado el Tablero C.7 donde p aparece como
variable basica.
Posteriormente, se aplica la Fase Il en los Tablero C.8 y C.9. En el Tablero C.9 se observa
que z' alcanza su valor maximo, la variable p estd como variable no basica y toda b;>0.
Finalmente, en el Tablero C.10 se muestra el sistema en el espacio R", eliminando la
variable p y la funcion objetivo auxiliar z'. El Tablero C.10 corresponde a la solucion 6ptima

ara R™ (observar la grafica C.1
p g
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TABLERO. C.5

-X1 -X> b
yi | -1 -1 1
yo | -1 2 | -1
ys | -4 -2 | -8
ya | 1 -1 3
ys | 1 1| -1
Z 4 5 0
TABLERO C.6
X1 X | P | b
yr | -1 -1 0| 1
y2 | -1 20| -1 -1
ys | -4 2 | -1 -8
Ya 1 -1 0| 3
Ys 1 -1 -1 ] -1
Z 4 5 0|0
Z 0 0 110
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Tablero C.7

X1 | X2 | ys | bo| A(xq)
yi| <1 1 o] 1] *
Y2 3 0 -1 17 7/3
p 4 2 -1 1 8 2
ve| 11 1 03] 3
Ys 5 1 =107 7/5
Z 4 5 0|0 *
Z | -4 -2 1] -8 *
Tablero C.8
Vs | Xe | Ys | b [ A(X)
y1 | 1/5 | -4/5 | -1/5| 12/5 *
Yo | -3/5| -3/5 | -2/5| 14/5 *
p | -4/5| 6/5 | -1/5] 12/5 2
ya | -1/5| -6/5 | 1/5| 8/5 *
Xt | 1/5 1 1/5 [-1/5] 7/5 7
Z | -4/5| 21/5 | 4/5 | -28/5 *
Z' | 4/5 | -6/5 | 1/5 | -12/5 *
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Tablero C.9
}

_y3

Y1

-1/3 | 2/3

-1/3

Y2

-1 1/2

-1/2

X2

-2/3 | 5/6

-1/6

Ya

X1

1/3 | -1/6

-1/6

2 -7/2

3/2

-14

Tablero C.10

_y3

Y1

-1/3 | -1/3

Y2

-1 ] -1/2

X2

-2/3 | -1/6

Ya

X1

1/3 | -1/6

2 3/2

-14

Punto 6ptimo: P;( 1, 2)
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Grafica C.1
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w0

n

Caso C.3
Max Z=x;+2x,
S.A. xgtx,>3
-x1tx;>1
X, <4
X1, %X, >0
En el Tablero C.11, el conjunto convexo no contiene al origen; por lo tanto, en el Tablero
C.12 se introduce una dimension adicional y una funcion objetivo auxiliar z'.
Los Tableros C.13, C.14 y C.15 se utilizan para localizar el éptimo en el espacio R™*1,
En el Tablero C.16 se observa que se ha eliminado la dimension adicional, regresando al
espacio R".
Finalmente, los Tableros C.16 y C.17 se emplean para localizar el optimo en R". En el

Tablero C.17 se observa que la funcion objetivo alcanza el vértice optimo.
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Tablero C.11

_)(1

_){2

Y1

Yz

VE

Tablero C.12

_x,]

Yi

-1

Y2

1

VE!
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Tablero C.13

-X1 X2 | Y1 | b ACxe) | Ax2)
p 1 1 -1 ] 3 3 3
Y2 2 0 -1 2 1 *
Y3 0 1 0| 4 * 4
Z -1 -2 0 0 * *
Z -1 -1 1 -3 * *
Tablero C.14
Yo | X | V1| b | Ax)

P12 1 (12 2 2

X | 1/2 0 |-1/2 ¥

y; | 0O 1 0 4 4

Z |12 -2 |-1/2 ¥

Z 12 -1 12 -2 ¥
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Tablero C.15

'

Yo | P | -yi| b
X | -1/2 1 -1/2 2
X1 1/2 0 -1/2 1
ys | 1/2 -1 1/2 2
Z | -1/2 2 -3/2 5
Z' 0 1 0 0
Tablero C.16
' Y1 b ?\('}’1)
X2 | -1/2 | -1/2| 2 *
X1 | 12 | -1/2 1 *
ys | 1/2 | 1/2 2 4
Z | -1/21-3/2| 5 *
Tablero C.17
V2 | Y3 b
X2 0 1 4
X1 1 1 3
yi| 1| 2] 4
Z 1 3 11
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Punto optimo: P; =( 3, 4)

En la grafica C.2 se muestra el espacio convexo.

Grafica C.2 1 5 O

5 -

(0.4) )

35 40
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Apéndice D. Desarrollo completo del método de ramificacion y
acotamiento

151

Caso D.1

Max. Z=40x,+80x,+130x3

S. A, x;+tx,+2x3<85
x1+3x,+4x3<150
x1+2x,+5x3<160

X1 X, x3>0, Enteras

Z=-o. En el Tablero D.1 se muestra el punto de inicio. En el Tablero D.2 se muestra el

optimo donde todas las variables tienen un valor fraccional.

Tablero D.1 Tablero D.2. Nodo 1

Se inicia la busqueda, por lo que se escoge la variable x,. El Tablero D.3 muestra el 6ptimo

con la restriccion x;<31 y el Tablero D.4 x;>32

Tablero D.3. x;<31. Nodo 2 Tablero D.4. x;>32. Nodo 3
.14 B ul u3 i

12.8
11.28 1.5
21.28

28.5
32.8
49685 .8

3i1.8
4918.8

Se observa que W, > Wjs. Por lo que se va a ramificar en ese nodo. Tanto x, como X3 tienen
la misma fraccion (0.28). En este caso se escoge x, con las restricciones x,<11 y x,>12.
Los optimos con tales restricciones se observan en el Tablero D.5 para X><11 y Tablero D.6

para x,>12.
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Tablero D.5. x,<11. Nodo 4 Tablero D.6. x,>12.Nodo 5

A.19
Aa.4
21.4

1.8
11.8
4982 .

W5 > W,, por lo que se ramifica el nodo 3 con x3<20 creando el nodo 6 y x3X>21 para crear

el nodo 7.

Tablero D.7. x3<20. Nodo 6 Tablero D.8. x3>21. Nodo 7.

a.49
12.5
2.49
32.5
20.0
4988.8

En el nodo 7 se tiene un 6ptimo entero, por lo que Z=4890.

Como Wy > Ws, W, > Wy y W,>Z, se realiza una ramificacion en el nodo 4.

Tablero D.9. x,<21. Nodo 8 Tablero D.10. x;>22. Nodo 9.

4860.0

Tanto el nodo 8 como el nodo 9 son 6ptimos enteros siendo Zg<Zy<Z, se mantiene el valor
de Z=4890. Los nodos que atin permanecen abiertos son W5=4897 y W=4900. Ambos nodos
con un Optimo real mayor a Z. Siendo Wy > Ws, se hace una ramificacion en Wy con x,<12

y x,>13. Creandose el nodo 10 para x,<12 y nodo 11 para x,>13. Ambos resultados se

muestran en el Tablero D.11 y Tablero D.12 respectivamente.

Tablero D.11. x,<12. Nodo 10 Tablero D.12. x,>13. Nodo 11.




El nodo10 es entero, pero menor a Z. El nodo 11 se descarta ya que W;,<Z. Atn queda por
explorar el nodo 5 ya que Ws>Z. Se crean el nodo 12 con x3<20 y nodo 13 x3>21. El

resultado se puede observar en el Tablero D.13 y Tablero D.14 respectivamente. 1 5 3

Tablero D.13. x3<20. Nodo 12 Tablero D.14. x;>21. Nodo 13.
1
Aa.79
ia.a
Aa.99

A.29
21.8
12.8
4878.8

El nodo 12 tiene solo variables enteras, sin embargo, Z{,<Z. El nodo 13 tiene solo variables

enteras, y, ademas, Z,3=Z. Por lo que se tiene un Optimo alternativo. De esta forma, los
valores Optimos enteros se localizan en el nodo 7 y el nodo 13. En la grafica D.1 se muestra

el arbol binario

Grafica D.1
1
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